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On a marqué d'un astérisque les parties qui peuvent être omises par ceux qui 
ont besoin d*un cours moins étendu d'Arithmétique, et, en particulier, certaines 
théories plus difficiles ou moins importantes; certains renseignements qu'il y a 
plutôt lieu de consulter au besoin que de confier à la mémoire; enfin, certaines 
matières intéressantes ou utiles, mais qui ne font pas habituellement Tobjet de 
l'enseignement. 

Les candidats aux Ecoles spéciales des Universités et à TËcole militaire de 
Bruxelles, armes simples, peuvent omettre les numéros 13, 75 et 76, 111 à 115, 
196, 286 à 295, 296 à 304, 331 à 370, 414 à 417, 443, 450 et 451, 454, 455 et 456, 
457 à 463, 485, 600, 613, 641, 642 à 644, 645 à 647, 655 à 659. 

Les candidats a l'École militaire de Bruxelles, armes spéciales, peuvent 
omettre les mêmes numéros, à l'exception des numéros 331 à 370. 
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L'accueil bienveillant fait à notre Traité d'Arithmétique, depuis 
sa première publication en 1881, nous engage à revoir avec de nou- 
veaux soins chaque édition nouvelle. 

Voici les principaux changements qui ont été apportés à l'édition 
précédente : 

1'' Nous proposons, dans une note, une méthode nouvelle de 
numération parlée, pour la lecture des grands nombres (page 16); 

2® Nous indiquons, dans une autre note, une manière abrégée 
d'effectuer, à l*aide du diviseur 4, les additions ayant une certaine 
longueur (page 21) ; 

3° Nous exposons, d'une manière plus explicite que dans les édi- 
tions précédentes, la démonstration du théorème relatif à la jnulti- 
plication d'un nombre entier par un chiffre significatif suivi de plu- 
sieurs zéros (46) ; 

4*' La longueur d'une division provient souvent des essais à faire 
pour reconnaître si les chiffres posés au quotient ne sont pas trop forts. 
Nous donnons, dans une note, une règle qui peut servir à abréger 
ces essais (page 47) ; 

8** Nous traitons, par les notations httérales, certains théorèmes qui 
semblent se traiter moins bien sur des nombres particuliers ; savoir, 
le théorème relatif à la division d'un nombre par un produit de plu- 
sieurs facteurs (80) ; le théorème relatif à la multiplication ou à la 
division du dividende et du diviseur par un même nombre (81); enfin, 
la règle relative à l'extraction des racines d'indice composé (110) ; 

6" Nous donnons une règle, qui, sans doute, deviendra classique, 
pour la formation du carré des nombres (83) ; 

7° Nous énonçons, dans trois notes, quelques règles parlicuhères 
pour reconnaître, à vue, si un nombre entier peut être un carré 
(page 66), ou un cube (page 76), ou une puissance quatrième ou cin- 
quième parfaite (page 77) ; 

8° Un chapitre nouveau fait connaître divers procédés de calcul 
rapide (116); 

9° Un autre chapitre, emprunté à la troisième édition de notre 
P7'écis dAnthmétique, traite du nombre et de la nature des opé- 
rations arithmétiques (117) ; 

10° Nous donnons, dans une note, la définition des nombres 
congrue ou équivalents (page 88) ; 

11*» Nous définissons le caractère de divisibilité, la condition néces- 
saire et suffisante pour qu'un nombre entier soit divisible par un 
diviseur donné (132). Faute d'avoir fait attention à cette définition, 
plusieurs auteurs ont donné une théorie incomplète des caractères 
de divisibilité; 
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12* Nous signalons, dans deux notes, divers caractères de divisi- 
bilité par 4, 6, 8, 12, 15, 18, 45 (pages 92 et 96) ; 

13" Nous démontrons, d'une manière plus simple que dans les 
éditions précédentes, les propositions relatives à la divisibilité des 
nombres de la forme a™° ± 1 par a" i 1 (146) ; 

14'' Nous substituons à l'expression un peu longue de dernière 
somme des chiffres d'un nombre, l'appellation plus simple de chiffre 
unique (153) ; 

15® Nous proposons d'une manière plus générale la démonstration 
du théorème relatif à la suite illimitée des nombres premiers (159) ; et 
nous ajoutons à la décomposition des neuf premiers nombres de la 
forme 2.3.5.7... /? + 1, que nous avions déjà donnée en 1885, celle 
des neuf premiers nombres de la forme 2.3. 5. 7... p — 1 (page 107) ; 

16'' Nous démontrons ce théorème, qui n'esi pas sans avoir une 
certaine utilité pratique : on peut, dans la recherche du plus grand 
commun diviseur de plusieurs nombres, remplacer l*un de ces 
nombres par son excès sur Vun des autres nombres (163) ; 

17** Nous complétons la définition de la fraction par ce théorème : 
toute fraction est égale au quotient de son numérateur par son 
dénominateur (210) ; 

18" Nous donnons plusieurs exemples de multiplication des frac- 
tions par la méthode des parties aliquotes (236) ; 

19° Nous avons entièrement refondu la théorie des fractions déci- 
males périodiques (305 à 326). En particulier, nous démontrons les 
théorèmes suivants : 1** deux fractions ordinaires égales donnent nais- 
sance à la même fraction décimale (307); 2' deux fractions ordi- 
naires inégales ne peuvent donner naissance à la même fraction 
décimale (308i; 3'* une fraction décimale périodique, dont la période 
est 9, admet une limite (316), mais n*a pas de génératrice (315) ; 

20^ Nous avons aussi entièrement refondu le chapitre relatif aux 
nombres incommensurables (327) ; 

21° Nous donnons, dans deux notes, les définitions du nouveau 
mètre et du nouveau kilogramme adoptés par le Comité international 
des Poids et Mesures, le 29 septembre 1889 (pages 267 et 273) ; 

22° Une note fait connaître la différence qui existe entre la tonne 
métrique et le tonneau de mer (page '274) ; 

23*^ A propos de la mesure du temps, nous exposons la théorie des 
fuseaux horaires (441) ; 

24° Nous faisons connaître les mesures complexes pour le vin (444), 
le papier (445) et les objets qui se vendent au nombre (446) ; 

25^ Nous donnons un tableau très complet des poids, titres et 
valeurs au pair des monnaies de compte des différents pays (454) ; 

26° Nous notons la différence qui existe entre le carat et le denier, 
unités de poids, et le carat et le denier, unités pour exprimer le 
titre des matières d*or et d'argent (page 289) ; 

27° Nous donnons la nomenclature des anciennes dénominations 
des mesures métriques, telles qu'elles ont été légalement en usage 
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en Belgique, de 1820 à 4836 (463). La connaissance de ces dénomi- 
nations est indispensable, par exemple, pour l'intelligence des 
documents relatifs au raesurage des terres, dressés durant cette 
époque; 

28** Un chapitre nouveau traite la question de savoir quel est le 
meilleur système de numération et de poids et mesures, et résout 
cette question dans le sens du système octaval plutôt que dans le sens 
du système duodécimal (485) ; 

29** Nous traitons, dans trois chapitres spéciaux, de la méthode de 
réduction au même coefficient (507 à 513), des solutions rétrogrades 
(521 à 524) et de la méthode de fausse position (525 à 530) ; 

30** Nous justifions, par une démonstration plus facilement appli- 
cable à l'universalité des cas, la règle conjointe, en la rattachant à la 
méthode de réduction au même coefficient (515); 

31" Dans le chapitre sur les partages proportionnels, nous donnons 
la règle à suivre pour partager un nombre en parties à la fois 
directement proportionnelles à des nombres donnés et inversement 
proportionnelles à d'autres nombres donnés (539) ; 

32** Dans le chapitre sur les moyennes, nous traitons le cas où l'on 
n'accorde pas le même poids, la même autorité aux différents nombres 
dont on propose de trouver la moyenne arithmétique (543). De plus, 
nous définissons, dans une note, la moyenne géométnque et la 
moyenne harmonique (page 339) ; 

33** Dans le chapitre sur les matières d'or et d'argent, nous 
expliquons comment le rapport de l'or à l'argent, qui, dans le système 
monétaire de Wnion latine, est I85, équivaut, en mesures anglaises, 
à 60| deniers sterling d'or pour une once d'argent (561); 

34** A propos d(^s poids spécifiques, nous démontrons que tout 
corps, pesé dans Veau, y perd une partie de son poids, égale à 
Vinverse de sa densité (5/0) ; 

3S'' Le chapitre du tant pour cent ou pour mille est augmenté de 
deux articles, dont l'un concerne la piime ou la perte sur l'or et 
l'argent (577 et 578) et l'autre les centimes additionnels (583 et 584) ; 

36** Nous donnons plus d'étendue à l'application de la méthode 
des parties àliquotes aux calculs d'intérêt simple (600); 

37" Dans la théorie de l'escompte en dehors et en dedans, nous 
distinguons entre Véchéance commune et Véchéance moyenne (609) ; 
nous traitons, par l'un et l'autre escompte, le problème relatif au billet 
dont on retarde Péchéance (617 et 626); nous faisons connaître la 
méthode Thoyer pour le calcul rapide de la somme des escomptes d'un 
grand nombre de billets (613); nous donnons ce théorème nouveau, que 
la valeur nominale d'un billet est égale au produit de ses escomptes 
en dehors et en dedans, divisé par leur différence (page 381); 
enfin, nous faisons ressortir les diflférences que présentent les solutions 
du problème de Véchéance moyenne, selon qu'il s'agit de l'escompte 
en dehors ou en dedans, simple ou composé (pages 375, 380 et 382) ; 
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SS** Un chapitre nouveau fait connaître la manière d'établir, par la 
méthode rétrograde, les comptes courants et d'intérêts, le taux de 
l'intérêt étant ou non réciproque (645 à 647); 

39** Gomme M. L. Maingie l'a fait observer dans son rapport au 
Congrès des Actuaires, tenu à Bruxelles en septembre 4895, la notion 
d'annuité doit être séparée de celle de capital; de plus, dans le cas 
d*un capital à rembourser, l'annuité doit être partagée en deux parue» 
fixes, l une destinée à payer l'intérêt annuel du capital emprunté, et 
l'autre à reconstituer, avec les intérêts accumulés, ce même capital. 
Nous avons rédigé à nouveau, d'après ces idées, le chapitre des 
annuités (648 à 652) ; 

40'^ C'est une erreur grossière, mais assez commune, de calculer 
l'accroissement moyen annuel de la population en divisant l'augmenta- 
tion totale de plusieurs années par le nombre d'années. Il n'était donc 
pas inutile d'indiquer, dans un chapitre spécial, la manière de traiter 
les problèmes sur la population (653 et 654) ; 

41° Dans un chapitre nouveau, nous donnons le moyen de résoudre, 
par l'Arithmétique, un certain nombre de problèmes du second degré, 
savoir, ceux qui se ramènent à trouver deux nombres, connaissant 
leur produit, ainsi que leur somme ou leur différence, ou la somme 
ou la différence de leurs inverses (655 à 659) ; 

42^ Enfin, dans le court supplément qui termine l'ouvrage, nous 
faisons connaître une méthode, souvent expéditive, pour trouver le 
plus grand commun diviseur de plusieurs nombres (674), et nous 
démontrons ce théorème : le produit de plusieurs nombres est égal 
à leur plus petit commun multiple multiplié par le plus grand 
commun diviseur de leurs pwduits n — 1 à n — 1 (675). 

Nous ne doutons pas que l'on nous saura gré de ces améliorations 
considérables apportées à notre œuvre, et nous avons la confiance 
que cette nouvelle édition ne sera pas moins bien accueillie des 
maîtres et des élèves que les précédentes (*). 



{*) Afin que Ton puisse comparer plus facilement cette édition à la précédente, noa» 
donnons ici la liste des numéros nouveaux, ou qui ont été notablement modifiés : \% 13* l^r 
20, 30, 34, 42, 43, 44, 45. 46, 51, 55, 56, 57, 72, 79, 80, 81, 83, 109, 110, 116, 117. M8, 125, 126, 
128, 130, 131, 132, i34, 146, 148, 153, 154, 156, 159. 160, 163, 166, 187, 488, 194, 202, 210,211, 
214, 215, 233, 236, 242, 243. 274, 305, 307, 308, 312, 313, 315, 316, 317, 318, 320. 321, 322, 326r 
327. 385, 411, 419, 420, 441, 444, 445, 446, 447, 451, 454. 455, 456, 462, 463, 485, 497. 500, 601, 
604, 506, 507, 509, 510, 512, 513, 615, 517, 618, 522, 524, 525, 526, 527, 528, 530, 531, 538, 539, 
640, 541 , 543, 546, 649, 551, 560, 561, 662, 570, 572, 574, 575, 577, 578, 581, 583, 684. 588, 589. 
600. 601, 609. 613, 617, 618, 620, 626, 627, 641. 645, 646, 647, 648, 649, 660, 651, 652, 653, 665, 
656, 657, 658, 659, 660, 661 , 665, 670, 673. 674, 675. 

Il y a aussi des notes nouvelles, ou qui ont été modifiées, aux pages suivantes : 12, 13. 14, I6r 
18, 21, 28, 29, 31, 38, 39, 47, 64, 66, 76, 77, 84, 87, 88, 91, 92, 96, 106, 107, 109, 132. 140, 163. 
164, 196, 200, 201, 203, 204, 210, 236, 241 , 259, 267, 268, 273, 274, 276. 280, 284. 285, 287, 288. 
289, 290, 310, 339, 366, 359, 368, 370, 374, 375, 376, 379, 380, 381, 382, 384, 386, 398. 



TRAITÉ D'ARITHMÉTIÛDE ÉLÉIBTAIRE 



1. On appelle grandeur ou quantité tout ce qui est susceptible d'être 
partagé en plusieurs parties de même espèce. 

Les nombres, les lignes, les surfaces, les volumes, le temps, le 
mouvement, la masse et le poids des corps, le prix des choses sont 
des quantités. 

2. On donne le nom de Mathématiques à l'ensemble des sciences qui 
ont pour objet les quantités. 

Les Mathématiques comprennent : V Arithmétique ^ qui est la science 
des nomhres; la Géométrie, qui est la science de l'étendue; la 
Mécanique, qui est la science du mouvement; enfin, V Algèbre et 
\ Analyse, qui sont la science des quantités en général. 

3. La notion d'unité est une notion simple, qui ne peut être définie, 

La notion de 'pluralité résulte de trois éléments : distinction d'objets, 
convenance de ces objets dans une espèce commune, et réunion de ces 
objets distincts sous cette espèce commune, comme lorsque l'on dit : 
plusieurs hommes. 

La notion de nombre ajoute un élément de plus : c'est une pluralité 
déterminée, comme lorsque Ton dit : dix hommes. 

Le nombre ainsi conçu est le nombre concret, c'est-à-dire une collection 
déterminée d'unités d'une certaine espèce. Si l'on ne fait attention qu'à la 
collection elle-même, sans considérer l'espèce particulière des unités, on 
aura le nombre pur, ou nombre abstrait, comme lorsque l'on dit : dix. 

La notion de nombre, d'abord appliquée aux nombres entiers (7), a 
ensuite été étendue aux fractions (203 et 261) et aux nombres incom- 
mensurables (328). 
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4. L'Arithmétique est la science des nombres. 

Notre but, dans cel ouvrage, n*est que de donner la partie élémentaire 
de cette science. 

6. On fait usage, dans les diverses parties des sciences mathématiques, 
de plusieurs termes particuliers que nous allons définir. 

On appelle axiome une proposition évidente par elle-même. 

On appelle théorème une proposition à démontrer. 

Dans l'énoncé d'un théorème, on distingue ordinairement Yhypo- 
thèse, qui est une supposition que Ton fait sur un certain sujet, et 
la conclusion, qui est la conséquence de cette supposition. 

La réciproque d'une proposition est une proposition nouvelle, dans 
laquelle on prend, en tout ou en partie, pour hypothèse la conclusion 
et pour conclusion l'hypothèse de la première, appelée proposition 
directe. 

Si, dans une suite de propositions, on a fait toutes les hypothèses 
possibles sur un certain sujet, et que ces hypothèses aient conduit à 
des conclusions dififérentes, les réciproques de toutes ces propositions 
sont vraies. 

Un problême est une question à résoudre. 

Un lemme est une proposition préliminaire que l'on démontre, ou 
bien une proposition que l'on emprunte à une autre science ou à une 
^utre partie de la science, pour la faire servir à la démonstration d'un 
théorème ou à la solution d'un problème. 

Un corollaire est une proposition que l'on rattache à une propo- 
sition précédente, de laquelle on la déduit facilement. 

Un scolie est une remarque sur une ou plusieurs propositions 
précédentes. 



LIVRE PREMIER 

LES OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES ENTIERS 



CHAPITRE I 

6. La numération est Vart de former, d'énoncer et d'écrire les nombres. 
Elle comprend la formation des nombres, la numération 'parlée et la 

numération écrite. 

Formation des nombres. 

7. On forme les nombres en ajoutant l'unité à elle-même, puis au 
nombre qui en résulte, et ainsi de suite. 

Les nombres ainsi formés sont appelés entiers ou naturels. 

On voit : 

1* Qu'à proprement parler, Tunité n'est pas un nombre, mais l'élément 
constitutif des nombres; 

2* Que la suite des nombres est indéfinie ou illimitée; 

3" Qu'il n'y a pas de nombre iiifini, c'est-à-dire qu'il n'y a pas de 
nombre si grand qu'il n'y en ail de plus grands encore. 

Il faut observer que, par extension de langage, on donne le nom de 
nombre à Vunité elle-même. 

Numération pariée. 

8. La numération parlée est l'art de nommer autant de nombres que 
l'on veut avec un petit nombre de mots. 

1" Vunité, ou le nombre un, est appelée unité simple, ou unité du 
premier ordre. 
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En ajoutant l'unité ou le nombre un à lui-mêrae, puis au nombre qui 
en résulte, et ainsi de suite, on forme successivement les nombres deux, 
trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, dix. 

Le nombre dix est considéré comme une nouvelle unité, appelée 
dizaine, ou unité du second ordre. 

En ajoutant cette nouvelle unité ou le nombre dix à lui-même, puis 
au nombre qui en résulte, et ainsi de suite, on obtient les nombres deux 
dizaines ou vingt, trois dizaines ou trente, quatre dizaines ou quarante, 
cinq dizaines ou cinquante, six dizaines ou soixante, sept dizaines ou 
septante ou soixante-dix, huit dizaines ou octante ou quati^e-vingts , neuf 
dizaines ou nonante ou quatre-vingt-dix, dix dizaines ou cent f). 

Mais, entre deux nombres consécutifs de dizaines, il y a neuf nombres 
intermédiaires. Pour les nommer, on fait suivre chaque nombre de dizaines 
des noms des neuf premiers nombres, et on dit : dix, dix et un ou onze, 
dix et deux ou douze, dix et trois ou treize, dix et quatre ou quatorze, dix 
et cinq ou quinze, dix et six ou seize, dix-sept, dix-huit, dix-neuf, vingt, 
vingt et un, vingt-deux, vingt-trois,... nonante-neuf, cent. 

On sait ainsi nommer tous les nombres depuis un jusqu'à cent. 

Le nombre ceiit est aussi considéré comme une nouvelle unité, appelée 
centaine, ou unité du troisième ordre. 

En ajoutant cette nouvelle unité ou le nombre ce7it à lui-même, puis 
au nombre qui en résulte, et ainsi de suite, on obtient les nombres 
deux cents, trois cents, quatre cents, cinq cents, six cents, sept cents, 
huit cents, neuf cents, dix cents ou mille. 

Mais, entre deux nombres consécutifs de centaines, il y a nonante-neuf 
nombres intermédiaires. Pour les nommer, on fait suivre chaque nombre 
de centaines des noms des nonante-neuf premiers nombres, et on dit : 
cent, cent un, cent deux, cent trois, cent quatre,... cent nonante-neuf, 
deux cents, deux cent un, deux cent deux,,., neuf cent nonante-neuf, mille. 

On sait ainsi nommer tous les nombres depuis un jusqu'à mille. 



{*) Les mots septante, octante et nonante sont encore usités dans le midi de la France et 
en Suisse. Les mots septante et nonante sont égalenaent employés en Belgique. 
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I Les unités simples, les dizaines d^unités et les centaines d'unités forment 
i une première classe d'unités principales, appelée classe des unités simples. 

i. 2" Le nombre mille est aussi considéré comme une nouvelle unité prin- 
cipale, et on compte par mille de la même manière que Ton a compté 
par unités simples, c'est-à-dire par unités, dizaines et centaines de mille, 
en faisant suivre chaque nombre de mille des noms des neuf cent 
*nonante-neuf premiers nombres. 

On sait ainsi nommer tous les nombres depuis un jusqu'à mille mille 
ou un millicyn. 

Les unités de mille, ou unités du quatrième ordre, les dizaines de 
mille, ou unités du cinquième ordre, les centaines de mille, ou unités 
du sixième ordre, forment la seconde classe d'unités principales, appelée 
la classe des mille. 

3" Le million est, à son tour, considéré comme une nouvelle unité 
principale, et on compte par millions comme on a compté par unités 
simples et par mille, c'est-à-dire par unités, dizaines et centaines de 
millio7is, en faisant suivre chaque nombre de millions des noms des neuf 
cent nouante- neuf mille neuf cent nonante-neuf premiers nombres. 

On sait ainsi nommer tous les nombres depuis un jusqu'à mille millions 
ou un billion ou un milliard Ç). 

Les unités de millions, ou unités du septième ordre, les dizaines de 
millions, ou unités du huitième ordre, les centaines de millions, ou 
unités du neuvième ordre, forment la troisième classe d'unités princi- 
pales, appelée la classe des millions. 



(*) Le mot milliard a été employé pour la première fois par Jacques Pelletier, du Mans, 
en 4852, 



4° En continuant de la môme manière, on arrive à nommer tous les ^ 

nombres jusqu'à mille billions, ou un trillion; puis jusqu'à mille trillions, '\ 

ou un quatrillion; puis jusqu'à mille quatrillions, ou un quintillion; puis ; 

jusqu'à mille quintillions, ou un sextillion ; puis jusqu'à mille sextillions, ] 
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ou un septillioH; puis jusqu'à mille septillions, ou un octillion; puis jus- 
qu'à mille octillions, ou un nouillion; puis jusqu'à mille nonillions, ou un 
de^cillion... 

9. On voit : 

\^ Que dix unités d*un ordre quelconque font une unité de Vordre immé- 
diatement supérieur. C'est pourquoi le système de numération qui vient 
d'ôlre exposé s'appelle décimal, et que le nombre dix est dit la hase de ce 
système f); 

2° Que chaque unité principale comprend trois ordres, qui sont le^ 
unités, le^ dizaines et le^ centaines, et que les unités principales succes- 
sives sont de mille en mille fois plu^ grandes. La considération des unités 
principales n'est pas essentielle à la numération décimale; 

3° Qu'en général, pour nommer un nombre, il suffit d'énoncer succes- 
sivement les nombres de centaines, de dizaines et d'unités de chaque unité 
principale, en commençant par la plus élevée. 

Numération écrite. 

10. La numération écrite est l'art de représenter les nombres avec un 
petit nombre de caractères, appelés chiffres ou figures. 

1° D'après ce qu'on a vu, un nombre quelconque peut être décomposé 
en unités d'ordres successifs, chaque ordre renfermant, au plus, neuf 
unités. On est donc conduit d'abord à adopter neuf caractères pour 
représenter les neuf premiers nombres. Ces caractères sont les chiffres 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

qui représentent respectivement les nombres 

un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf. 

(*) L habitude de compter sur ses dix doigts est Torigine probable de la numération décimale. 

Toutefois, comme nous avons à chaque main quatre doigts, composés chacun de trois pha- 
langes, et un cinquième doigt, le pouce, faisant Toffice de compteur, on voit que le calcul digital 
s'adapte également à la numération tétraclique, octavale et duodécimale (118 et 485). 
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2* Il faut aussi trouver le moyen de faire exprimer par les chifiTres les 
différents ordres d'unités que chacun d'eux doit représenter. Or le 
rang que ces chiffres peuvent occuper, quand on les écrit à la suite les 
uns des autres, donne un moyen facile d'y parvenir. 

On a donc adopté celle convention fondamentale, qu'un chiffre, placé à 
la gauche d'un autre, représente des unités de Vordre immédiatement 
supérieur. 

D'après cette convention, dans un nombre écrit en chiffres, le premier 
chiffre à droite représente des unités simples; le second, des dizaines; 
le troisième, des centaines; le quatrième, des unités de mille; le cin- 
quième, des dizaines de mille, et ainsi de suite. 

Chaque chiffre a ainsi une valeur absolue, qu'il tient de sa forme 
particulière, et une valeur relative, qu'il tient du rang qu'il occupe à 
partir de la droite. 

3** Mais il peut arriver qu'un nombre ne renferme pas d'unités d'un 
certain ordre. Afin donc de conserver aux chiffres de ce nombre la 
place qu'ils doivent occuper en vertu de la convention fondamentale, 
on a imaginé un dixième caractère, n'ayant aucune valeur par lui-même, 
mais uniquement destiné à tenir la place des unités qui manquent. 

Ce caractère est le chiffre 0, que l'on appelle zéro. 

Les autres chiffres 1, 2, 3, 4, 8, 6, 7, 8, 9, sont appelés chiffres 
significatifs (*). 

11. D'après ce qui précède, pour écrire en chiffres un nombre énoncé^ 
on écrit successivement, en allant de gauche à droite, les chiffrer qui 
expriment les centaines, les dizaines et les unités de chaque unité 
principale énoncée, en remplaçant par des zéros les divers ordres 
d'unités qui peuvent manquer. 



D Le mot chiffre est souvent employé pour désigner le nombre qu'il représente. On dit^ 
par exemple, le chiffre 6, pour dire le nombre 6. 

On dit aussi, par extension de langage, le nombre zéro, quoique le zéro soit la négation 
du nombre. 

Notre système de numération écrite, avec le zéro, nous est venu des Hindous par Tinter- 
ffiédiaire des Arabes. 
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Ainsi le nombre neuf billions huit cent septante-six millions cinq cent 
quarante-trois mille deu^ cent dix s'écrira : 

9876543210. 

Réciproquement, pour énoncer un nombre écrit en chiffres, on le 

partage en tranches de trois chiffres, à partir de la droite, la dernière 

tranche à gauche pouvant n'avoir qu'un ce deux chiffres; puis on 

énonce successivement, à partir de la gauche, les centaines, les dizaines 

et les unités de chaque tranche, en donnant à cette tranche le nom des 

unités principales qu'elle exprime. 

Ainsi le nombre 

216000040008 

s'énoncera : deux cent seize billions quarante mille huit (*). 

*12. On voit : 1° que, dans un nombre écrit en chiffres, une unité d'un 
ordre quelconque, surpasse^ le nombre exprimé par les chiffres des ordres 
inférieurs. 

En effet, le nombre formé par le dernier ou les deux derniers ou les 
t rois derniers. . . chiffres d'un nombre est, au plus, égal à 9 ou 99 ou 999 , . . . 
et, par suite, est inférieur, à' au moins une unité, à 10 ou 100 ou 1000. .. 

On voit : 2° que, si, dans un nombre, on supprime le dernier chiffre 
à droite, ou les deux derniers, ou les trois derniers,.., le nombre restant 
exprime combien de dizaines, ou de centaines, ou d'unités de mille,.,, il 
y a dans le nombre donné. 

Ainsi le nombre des dizaines du nombre 1896 est 189, le nombre des 
centaines est 18 et le nombre des mille est 1. 



{*) On lit les nombres de i à 99 à l'aide de vingt-quatre mots différents. Pour les lire de 400 
à 999, il faut un mot de plus, le mot cent; de 1000 à 999999, le mot mille; de iOOOOOO 
à 999999999, le mot million. Pour lire les nombres de plus de neuf chiflTres, on peut les par- 
tager en tranches de neuf chiffres, et appeler ces tranches, à partir de la deuxième jusqu'à la 
onzième, milliards, billiards, trilliards, quatrilliards, quintilliards, sextilliards, 
septilliards, octilliards, nonilliards, déeilliards. On peut alors, à Taide de trente-sept 
mots différents, lire tous les nombres ayant moins de cent chiffres. Par exemple, le nombre 

2,658455991 569831 744 654692645 953842476 

se lira : 2 quatrilliards 658 millions 455 mille 994 trilliards 569 millions 83t mille 
744 hilliards 654 millions 692 mille 615 milliards 953 millions 842 mille 476. 
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18. Dans la numération romaine, les chiffres 



I, 



X, 



L, 



G, D ou 10, M ou CIO, 



représentent les nombres 



un, cinq, dix, cinquante, cent, cinq cents, mille. 

Quand, à la droite d'un nombre, on en écrit un autre de valeur égale 
ou moindre, la valeur du premier est augmentée de celle du second. 

Quand, à la gauche d'un chiffre, on en écrit un autre de valeur 
moindre, la valeur du premier est diminuée de celle du second. 

On multiplie le nombre 19 par dix, cent, mille,... en écrivant une 
fois, deux fois, trois fois... le signe 9 à sa droite. 

On multiplie le nombre CIO par dix, cent, mille,... en écrivant une fois, 
deux fois, trois fois... le signe 9 à sa droite et le signe G à sa gauche. 

On multiplie un nombre par mille, un million, un billion,... en plaçant 
un, deux, trois... traits au-dessus de ce nombre. 

Quand le nombre M, surmonté ou non d'un ou de plusieurs traits, est pré- 
cédé d'un autre nombre de valeur moindre, il est multiplié par ce nombre. 



1 


1 


XVI 


46 


CCCC 


400 


X, CCI03 40000 


II 


2 


XVII 


47 


D,13 


500 


XX 20000 


m 


3 


XVIll 


48 


DC, l'JC 


600 


XXX 30000 


IIIMV 4 


XIX 


49 


DCC 


700 


XL 40000 


V 


5 


XX 


^ 


DCCC 


800 


Ulddd 50000 


VI 


6 


XXX 


30 


DCCCC 


900 


LX 60000 


VII 


7 


XL 


40 


M, CD 


4000 


LXX 70 000 


VIII 


8 


L 


50 


MM, ÏÏ 


2000 


LXXX 80000 


IX 


9 


LX 


60 


MMM, m 


3000 


XC 90000 


X 


iO 


LXX 


70 


MMMM, 1111 


4000 


C, CCCIDDD 400000 


XI 


il 


LXXX 


80 


V,IOO 


5000 


D, D300 500000 


XH 


12 


XC 


90 


Vl 


6000 


M, CCCCIODDO 4 000000 


XIII 


13 


C 


400 


VU 


7000 


XM 40 000 000 


XIV 


U 


ce 


200 


VIII 


8000 


CM 400000000 


XV 


15 


CGC 


300 


ÎX 


9000 


Ml, W 4 000000000 
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CHAPITRE II 



-A.IDDIXION' 



14. L'addition des nombres entiers est une opération qui a pour but 
de former un nombre renfermant autant d'unités quil y en a dans 
plusieurs nombres entiers donnés. 

Le résultat de Taddition est appelé somme ou total, et les nombres 
ajoutés sont dits les parties ou les termes de cette somme. 

On indique l'addition par le signe +, que Ton énonce plus, et 

Tégalité de deux quantités par le signe =, que Ton énonce égale. 

Ainsi 

4 + 3 = 7 

se lit : iplus 3 égale 7. 

Dans cette égalité, 4 + 3 est le premier membre, et 7 le second membre. 

On indique Tinégalité de deux quantités par les signes > et < , que 
Ton énonce respectivement plv^ grand que et plv^ petit que. 
Ainsi les inégalités 

4 + 3>6, 4 + 3<8, 

se lisent : 4 plus 3 plus grand que 6, 4 plu^s 3 plus petit que 8 (*). 

15. Il suit, de la nature de Taddition : 

i^ Quon ne peut ajouter entre eux que des nombres représentant des 
grandeurs de même espèce; 

2** Que la somme eM de même espèce que les nombres ajoutés; 

3* Que cependant l'addition des nombres concrets se fait comme s'ils 
étaient abstraits. 



{*) Les signes + et — ont éié employés pour la première fois par Jean Widmann, en i489; 
le signe =, par RoBEfiT Recorde, en 1556; les signes > et <, par Thcmas Harriot, en 1634. 
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16. L'addition des nombres repose sur les principes suivants : 

4° On ajoute un tout, en ajoutant successivement chacune de ses 'parties; 
2*» On ajoute à un tout, en ajoutant à Vune quelconque de se^ parties; 
S^ On additionne plusieurs quantités, en additionnant, dans un ordre 
quelconque, toutes les parties de ces quantités. 

Addition de deux nombres d'un seui chiffre C). 

17. Soit proposé de faire la somme des deux nombres 8 et 5. 
D'après le premier principe, il suffit d'ajouter au nombre 8 chacune 

des unités qui composent le nombre 5, en disant : 8 et 1 9, et j'ai ajouté 1 ; 
9 et 4 10, et j'ai ajouté 2; 40 et 4 11, et j'ai ajouté 3; 44 et 4 12, et j'ai 
ajouté 4; 42 et 4 13, et j'ai ajouté 8 : donc 13 est la somme demandée. 

Mais, s'il s'agissait d'ajouter de grands nombres, cette manière de 
procéder deviendrait impraticable. 

Pour effectuer rapidement toute espèce d'additions, il est indispensable 
de savoir par cœur toutes les sommes de deux nombres d'un seul chiffre, 

/Addition de deux nombres, l'un de plusieurs ciiiffres 

et l'autre d'un seui ciiiffre. 

18. Soit proposé de faire la somme des deux nombres 25 et 4. 

Le noml)re 28 étant composé de 2 dizaines et 5 unités, pour ajouter 4 
unités à ce nombre, il suffit, d'après le second principe, de les ajouter à 
Vune de ses parties, ou à 5 unités. La somme se composera donc de 2 
dizaines et de 8 plus 4 ou (17) 9 unités : cette somme est donc égale à 29. 



(*) On opère raddition, dans le cas générai, en faisant la sonanae des unités de chaque 
ordre des nombres donnés. Or celte somme revient constamment à celle de deux nombres 
d'un seui chiffre, ou à celle de deux nombres, Tun de deux ou plusieurs chiffres et 
l'autre d'un seul chiffre. Il n'y a donc lieu de distinguer que ces deux cas particuliers de 
l'addition. 
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Soit, de même, proposé de faire la somme des deux nombres 25 et 9. 

En raisonnant comme dans l'exemple précédent, on trouve que la 
somme est égale à 2 dizaines plus 14 unités, ou à 3 dizaines plus 1 dizaine 
plus 4 unités, ou à 3 dizaines plus 4 unités, ou à 34. 

Pour effectuer rapidement toute espèce d'additions, il importe de 
pouvoir énoncer immédiatement la somme de deux nombres formés 
Tun de plusieurs chiffres et Tautre d'un seul chiffre. 

Cas général de l'addition. 

19- Soit proposé de faire la somme des nombres 214, 73, 402. 

Pour faire la somme de ces norfabres, on peut, d'après 

_^ le troisième principe, réunir séparément leurs unités simples, 

lAQ . leurs dizaines, leurs centaines, et réunir ensuite les sommes 

partielles obtenues. On écrira donc les nombres à ajouter 



689 

les uns au-dessous des autres, c'est-à-dire de manière que 

leurs unités de même ordre soient dans une même colonne verticale, 
et on dira (17) : 4 et 3 7, et 2 9 (on écrit 9); 1 et 7 8 (on écrit 8); 
2 et 4 6 (on écrit 6). 
La somme cherchée est 689. 

Dans cet exemple, la somme des unités de môme ordre des différents 
nombres est inférieure à 10; il n'en est plus ainsi dans l'exemple suivant. 

20. Soit proposé de faire la somme des nombres 8296, 88, 7084, 369. 
Ayant écrit ces nombres les uns au-dessous des autres, on dira 

8296 ^^^ ^* ^^^ : 6 et 8 H, et 4 18, et 9 27 (on écrit 7 et on 

M« retient 2 dizaines pour la colonne suivante); 2 et 9 11, et 

70«i ^ '^» ^' ^ ^*' ^* ^ ^^ '^^ ^^"^ ^ ^* ^" retient 3 centaines 

^fio P^^'' ^^ colonne suivante); 3 et 2 5, et 3 8 (on écrit 8); 

8 et 7 15 (on écrit lo). 



15807 L^ somme cherchée est 1 5 807. 

21. On déduit de ce qui précède la rè^le suivante : 
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Pour additionner des nombres entiers quelconques, on les écrit les uns 
au-dessous des autres , et on tire un trait pour séparer ces nombres de la 
somme à obtenir, que Von écrira au-dessous. On fait successivement la 
somme des chiffres de chaque colonne, en commençant par la première à 
droite. Quand la somme ne surpasse pas 9, on l'écrit telle qu'on la trouve; 
quand elle surpasse 9^ on écrit seulement ses unités, et on retient les dizaines 
pour la colonne suivante. On continue ainsi jusqu'à la dernière colonne 
à gauche, au-dessous de laquelle on écrit la dernière somme telle quon 
la trouve. 

On commence l'addition par la droite, à cause de la retenue qui peut 
provenir de la somme partielle des unités d'un ordre quelconque, retenue 
qui modifie la somme des unités de l'ordre suivant. 

*22. Lorsqu'il y a beaucoup de nombres à additionner, il peut être 
avantageux de marquer un point pour chaque dizaine à retenir, et de re- 
prendre ensuite ces dizaines en passant à la colonne suivante : l'addition 
est ainsi constamment ramenée à celle de deux nombres d'un seul chiffre. 
Soit, par exemple, à faire la somme des nombres 7843, 6935, 4807, 
5389,3911. 
On dira : 3 et 5 8, et 7 15 (on marque un point pour la dizaine à 
retenir), S et 9 14 (on marque un point pour la dizaine à 
retenir), 4 et 1 5 : on écrit 5 et on reporte 2 à la colonne 
suivante. 

2 de retenue et 4 6, et 3 9, et 8 17 (on marque un 
point pour la dizaine à retenir), 7 et 1 8 : on écrit 8 et on 
reporte 1 à la colonne suivante. 
^ ^ * ^ ^ Et ainsi de suite. 

Au lieu de marquer des points, on peut retenir sur ses doigts les 
dizaines à reporter (*). 



(*) L'addition se fait aussi très rapidement de la nnanière suivante : 
10 On compte le nombre de fois que 4 est contenu dans les chiffres de chaque colonne, et 
on multiplie ce nombre par 4; 
2o On fait la somme des mêmes chiffres, diminués, comme il vient d'être dit, de 4 ou de 8; 
3o On ajoute cette somme au produit par 4. 



7.8 4 3 


6 9.3 5 


4.8.0 7. 


5 3 8.9. 


3 9.1 1 
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Preuve de l'addition. 

23. On appelle preuve d'une opération une seconde opération que Ton 
fait pour s'assurer de l'exactitude de la première. 

Il convient que la preuve soit au moins aussi facile que l'opération 
qu'elle est destinée à vérifier. 

On conçoit, du reste, qu'il n'y a pas de preuve absolue, car l'opéra- 
tion primitive et sa preuve pourraieni se trouver affectées d'erreurs 
équivalentes. 

24. Pour faire la preuve d'une addition, on se contente de la repasser; 
ou bien on la recommence dans un ordre différent de celui qu'on a suivi 
d'abord, en faisant, par exemple, les sommes partielles de bas en haut^ 
si on les avait faites d'abord de haut en bas. Si les deux opérations ont 
été bien faites, on doit trouver la môme somme. 

*25. On peut aussi faire la preuve de l'addition de la manière suivante : 
On ajoute successivement, en commençant par la gauche, les chiffres 
de chaque colonne; on retranche le total de la première colonne de la 
partie qui lui correspond dans la somme trouvée des nombres donnés; 
on écrit au-dessous le reste, auquel on joint, par la pensée, le chiffre 
suivant de cette môme somme, et du nombre ainsi formé on retranche le 
total de la deuxième colonne; on continue de la sorte jusqu'à la dernière 
colonne, dont le total étant retranché ne doit laisser aucun reste. 

Pour vérifier, par exemple, l'addition ci-contre, on dira, en commençant 
par la première colonne à gauche : 

9 et 8 17, et 7 24; 24 ôtés de 25, il reste 1, qui, avec 

987 

le chiffre suivant 9, fait 19. 

^*^ 8 et 1 9, et 8 17; 17 ôtés de 19, il reste 2, qui, avec le 

789 
chiffre suivant 4, fait 24. 



2594 7 et 8 15, et 9 24; de 24, reste : donc l'addition a été 

'^^ bien faite. 

En effet, quand d'une somme on retranche successivement toutes les 
parties qui la composent, il ne doit rien rester. 
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CHAPITRE III 

SOXJSTH-A-CTIOIT 

26. La soustraction des nombres entiers est une opération qui a pour 
but de retrancher d'un nombre entier donné autant d'unités qu'il y en a 
dans un autre nombre entier aussi donné. 

Le résultat de la soustraction est appelé reste. On dit aussi que le reste 
est la différence des deux nombres donnés, ou Xexcès du plus grand sur 
le plus petit. 

Les nombres donnés sont appelés les deux termes de la différence. 

On indique la soustraction par le signe —, que l'on énonce moins. 

Ainsi 

7 — 3 = 4 
«e lit : 7 moins 3 égale 4. 

Il est évident que le nombre dont on soustrait est la somme de xelui 
que l'on soustrait et du reste. 

La soustraction est donc l'opération inverse de l'addition, et on peut 
encore la définir : l'opération par laquelle, connaissant la somme de deux 
nombres et l'un de ces nombres, on cherche Vautre, 

27. Il suit, de la nature de la soustraction : 

1** Que le nombre dont on soustrait et le nombre à soustraire doivent 
être de même espèce; 

2° Que la différence de deux nombres est de même espèce que ces nombres ; 

3° Que cependant la soustraction des nombres concrets se fait comme 
s'ils étaient abstraits. 

28. La soustraction des nombres repose sur les principes suivants : 
1** On retranche un tout, en retranchant successivement chacune de ses 

parties; 

2** On retranche d'un tout, en retranchant de l'une quelconque de ses 
parties; 



n 
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3" On retranche une quantité (Tune autre, en retranchant, dans un 
ordre quelconque, toutes les parties de l'une des parties de Vautre; 

4® La différence de deux quantités ne change pas, quand on les aug- 
mente Vune et Vautre de la même quantité. 

Cas où le nombre à soustraire et le reste n'ont qu'un seul chiffre, 

29. Soit proposé de trouver la différence des nombres 11 et 5 (*). 

D'après le premier principe, il suffit à'ôter, du nombre 11, successive- 
ment chacune des unités qui composent le nombre 5, en disant : 
11 moins 1 10, et j*ai ôté 1 ; 10 moins 1 9, et j'ai ôté 2; 9 moins 1 8, et 
j'ai ôté 3; 8 moins 1 7, et j'ai ôté 4; 7 moins 1 6, et j'ai ôté 5 : donc 
6 est la différence demandée. 

On peut aussi, d'après la seconde définition de la soustraction, cher- 
cher quel est le nombre qu'il faut ajouter à 5 pour avoir 11, en disant ; 
5 et 1 6, et j'ai ajouté 1; 6 et 1 7, et j'ai ajouté 2; 7 et 1 8, et j'ai 
ajouté 3; 8 et 1 9, et j'ai ajouté 4; 9 et 1 10, et j'ai ajouté 5; 10 et 1 11, 
et j'ai ajouté 6 : donc 6 est le reste de la soustraction proposée. 

Mais, si le reste devait être un grand nombre, l'une et l'autre manière 
de procéder deviendraient impraticables. 

Quand on connaît toutes les sommes de deux nombres d'un seul chiffre, 
on connaît aussi les restes que l'on obtient en retranchant un nombre d'un 
sçul chiffre d'un autre nombre qui le surpasse de moins de dix unités. 

De ce que, par exemple, 6 plus o égale 11, on conclut immédiatement 
que 11 moins 5 égale 6 et que 11 moins 6 égale 5. 

Soustraction de deux nombres, lorsque aucun chiffre du plus petit 
ne surpasse le chiffre de même rang du plus grand, 

80. Soit proposé de trouver la différence des nombres 4837 et 235. 



(*) En écrivant i à gauche de 5, on forme le nonabre 15. qui esl plus grand que 11 : donc 
le reste est moindre que 10. 



— 25 — 

Pour avoir cette dififérence, on peut, d'après le troisième principe, 

i.«^7 retrancher les unités simples du plus petit nombre des unités 

ggg simples du plus ^rand, et, pareillement, les dizaines des 

dizaines, les centaines des centaines, et réunir ensuite les 

différences partielles obtenues. On écrira donc le plus petit 
nombre sous le plus grand, et on dira : 8 de 7 2 (on écrit 2); 3 de 3 
(on écrit 0); 2 de 8 6 (on écrit 6); 4 (on écrit 4). 
La différence cherchée est 4602. 



Soustraction de deux nombres, lorsque certains chiffres du plus petit 
surpassent les chiffres de même rang du plus grand. 

31. Soit proposé de trouver la différence des nombres 806 et 539. 

Ayant écrit le plus petit nombre sous le plus grand, on 
woQ dira (29) : Oter 9 de 6, cela ne se peut. Pour rendre la 

soustraction possible, on ajoute 10 à 6, ce qui donne 16, 



267 

et on dit : 9 de 16 7 (on écrit 7). 

Mais, ayant ajouté 10 unités au nombre dont on soustrait, on doit, 
d'après le quatrième principe, en ajouter aussi 10 au nombre que Ton 
soustrait, ce qui se fait en augmentant d'une unité le chiffre des dizaines 
de ce nombre. On dira donc : 1 et 3 4 ; ôter 4 de 0, cela ne se peut 
encore. Pour rendre la soustraction possible, on ajoute 10 à 0, ce qui 
donne 10, et on dit : 4 de 10 6 (on écrit 6). 

Mais, ayant ajouté 10 dizaines au nombre dont on soustrait, on doit, 
pour ne pas altérer la différence, en ajouter aussi 10 au nombre que Ton 
soustrait, ce qui se fait en augmentant d'une unité le chiffre des centaines 
de ce nombre. On dira donc : 1 et 5 6, de 8 2 (on écrit 2). 

La différence cherchée est 267. 

Dans la pratique, on abrège le discours en disant : 9 de 16 7; 1 et 3 4, 
de 10 6; 1 et 5 6, de 8 2. 

32. On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour avoir la différence de deux nombres entiers, on écrit le plus petit 
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^otLS le plus grand, et on tire un trait pour séparer ces nombres du reste 
à obtenir, que Von écrira au-dessous. On retranche successivement, à 
partir de la droite, chaque chiffre du nombre inférieur du chiffre 
correspondant du nombre supérieur, et on écrit le reste au-dessous. 
Lorsqu'un chiffre du nombre inférieur surpasse le chiffre correspondant 
du nombre supérieur, on augmente celui-ci de dix unités de son ordre, 
afin de rendre la soustraction possible, et on ajoute une unité de son ordre 
au chiffre suivant du nombre inférieur (*). 

*33. Pour faire une soustraction, on peut s'y prendre encore de la 
manière suivante : 

Soit à soustraire 82o9 de 16093. 
. r, ^qo Si le reste était connu, en V ajoutant à 8259, on obtiendrait 

8259 16093. On dira donc : 9 et 4 (on écrit 4 en l'énonçant) 13; 
1 et 5 6, et 3 (on écrit 3) 9 ; 2 et 8 (on écrit 8) 10; 

^*^* 1 et 8 9, et 7 (on écrit 7) 16. 

Le reste cherché est 7834. 

*34. Enfin, pour faire une soustraction, on peut encore ajouter au 
plus grand nombre le complément (74) du plus petit, et diminuer la somme 
obtenue d'une unité de Vordre immédiatement supérieur à celui des plus 
hautes unités du plus petit. 

Soit, par exemple, à soustraire 8259 de 16093. 

On ne change pas la différence de ces nombres en ajoutant à chacun 
d'eux le complément 1741 du plus petit (28). Mais on est alors ramené à 
soustraire 10000 de la somme 16093 + 1741, ce qui démontre la règle. 

L'emploi des compléments est utile lorsque l'on a plusieurs nombres, 
les uns à ajouter, les autres à soustraire. Les compléments se prennent à vue. 

On peut aussi s'exercer à effectuer, à la fois, les additions et les 
soustractions. 



(*) Au Heu d'ajouter une unité de son ordre au chitTre suivant du nombre inférieur, on peut 
aussi diminuer d'une unité de son ordre le chiffre suivant du nombre supérieur. 



- 27 - 

Addition et soustraction d'une somme ou d'une différence, 

35. On ajoute à un nombre la somme de 'plusieurs autres en lui 
ajoutant successivement chacun d'eux (16). 

On a, par exemple, 12 + (5 + 3) = 12 + 5 -f 3. 

On met 5 + 3 entre parenthèses, pour indiquer qu'il faut ajouter à 12 
la somme 5 + 3, supposée effectuée. 

On ajoute à un nombre la différence de deux autres en lui ajoutant le 
premier, et en retranchant le second de la somme obtenue. 

On a, par exemple, 12 + (5 — 3) = 12 + 5 — 3. 

En effet, la différence 5 — 3 est moindre que le nombre 5 de 3 unités : 
donc la somme 12 + (5 — 3) est moindre que la somme 12 + 5 de 
3 unités, et, par suite, elle est égale à cette deuxième somme diminuée 
de 3 unités, on a 12 + 5 — 3. 

On retranche d'un nombre la somme de plusieurs autres en en retran- 
chant successivement chacun d'eux (28). 
On a, par exemple, 12 — (5 + 3) == 12 — 5 - 3. 

On retranche d'un nombre la différence de deux autres en en retran- 
chant le premier, et en ajoutant le second à la différence obtenue. 

On a, par exemple, 12 — (5 — 3) = 12 — 5 + 3. 

En effet, la différence 5 — 3 est moindre que le nombre 5 de 3 unités : 
donc la différence 12 — (5 — 3) surpasse la différence 12 — 5 de 3 unités, 
^t, par suite, elle est égale à cette deuxième différence augmentée de 
3 unités, ou à 12 - 5 + 3. 

Preuve de la soustraction, 

36. Pour faire la preuve de la soustraction, on ajoute le reste au plus 
petit nombre : la somme doit être égale au plus grand nombre. 

On peut encore soustraire le reste du plus grand nombre : le nouveau 
reste doit être égal au plus petit nombre. 
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CHAPITRE IV 

IB-Œ XJ L T I F X-I O A.TI O M 

37. Multiplie)* wn nombre entier par un autre nombre entier, c'est 
prendre le premier de ces nombres autant de fois qu'il y a d'unités dans 
le second ("). 

Le nombre qu'on multiplie se nomme multiplicande, celui par lequel 
on multiplie, multiplicateur, et le résultat de l'opération, produit. 

Le multiplicande et le multiplicateur sont aussi appelés les facteurs 
du produit. 

On indique la multiplication par le signe X ou . , que l'on énonce 
multiplié par (**). Ainsi 

5 X 3 = 15 ou 5.3 = 15 

se lit : 5 multiplié par 3 égale 15 (***). 

Dans cet exemple, 5 est le multiplicande, 3 le multiplicateur, 5 et 3 
les deux facteurs, et 15 le produit. 

Lorsque les nombres sont représentés par des lettres, on peut sousr- 
entendre le signe de la multiplication. 



(*) On dit souvent répéter au lieu de prendre^ bien que répéter trois fois, par exemple» 
ce soit prendre quatre fois. On dit, de même, trois fois plus, pour trois fois autant, bien 
que trois fois plus signifie, à proprement parler, quatre fois autant. De môme, Pexpressioi» 
trois fois moins, qui est l'inverse de trois fois plus, est universellement prise pour finverse 
de trois fois autant. Enfin on dit trois fois plus grand ou plus petit, pour trois fois aussi 
grand ou aussi petit. Ces inexactitudes du langage mathématique font quelquefois hésiter 
rintelligence de Tenfant. Elles sont signalées dans les Observations pour les instituteur» 
qui accompagnent les Éléments d'Arithmétique de Sarret, ouvrage rédigé d'après le plan et 
les idées de Condorcet et couronné par la Convention. 

(**) Le signe X pour indiquer la multiplication a été employé la première fois par Oughtred, 
en 1631 ; le signe . est dû à Leibniz. 

f **) Le signe X on . est donc précédé du multiplicande et suivi du multiplicateur, en 
sorte que, par définition, l'expression 5 X 3, ou 5 multiplié par 3, peut se tire encore : 
3 fois 5, mais non 3 fois 3. 
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Ainsi le produit de a par h peut s'écrire a X h, a.b o\x ab (*). 

Lorsque le multiplicande seul est représenté par une lettre, le mul- 
tiplicateur s'écrit avant le multiplicande, sans Tinterposition d'aucun 
signe, et prend le nom de coefficient. 

Ainsi le produit de a par 3 s'écrit a X 3, ou, simplement. Sa; 3 est le 
coefficient de a. 

38. Il suit, de la définition de la multiplication, que cette opération 
n'est autre chose qu'une addition de plusieurs nombres, tous égaux 
entre eux. Chacun des nombres égaux est le multiplicande, et leur nombre, 
ou leur quotité, est le multiplicateur. 

On en conclut que le produit est de même espèce que le multiplicande. 

39. Théorème I. On multiplie une somme par un nombre, en multi- 
pliant chaque partie de la somme par ce nombre, et en ajoutant les 
produits obtenus. 

Soit, par exemple, à multiplier 7-^-3 par 8. 

Multiplier la somme 7 + 3 par le nombre 8, c'est prendre 8 fois toutes 
les unités contenues dans la somme 7 + 3 : c'est donc prendre 8 fois 
7 unités plus 8 fois 3 unités, ce qui donne 

(7 + 3).8 = 7.8 -f 3.8, 

On met 7+3 entre parenthèses, pour indiquer qu'il faut multiplier 
par 8 la somme 7 + 3, supposée effectuée (**). 

On démontrerait, de même, qu'on multiplie une différence par un 
nombre, en multipliant chaque terme de la différence par ce nombre, et en 
retranchant le second produit du premier. 

40. Théorème II. On multiplie un nombre par une somme, en multi- 
pliant ce nombre par chaque partie de la somme, et en ajoutant les 
produits obtenus. 



["] Dès 1544, Sticfcl n'employait aucun signe pour indiquer le produit de deux nombres. 
{**) Les parenthhies ont été employées pour la première fois par Albert Girard, en 4629. 
Au lieu de parenthèses, crochets ou accolades, on se sert aussi du vinculum, ou d'un 
trait que Ton place au-dessus de la quantité. 
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Soit, par exemple, à multiplier 8 par 7 + 3. 

Multiplier le nombre 8 par la somme 7 + 3, c'est prendre 8 autant 
de fois qu'il y a d'unités dans la somme 7 + 3 : c'est donc prendre 8 
7 fois plus 3 fois, ce qui donne 

8.(7 + 3) = 8.7 + 8.3. 

On démontrerait, de même, qu'on multiplieun nombre par une différence, 
en multipliant ce nombre par chaque terme de la différence, et en retran- 
chant le second produit du premier, 

41. Théorème III. On multiplie deux sommes Vune par Vautre, en 
multipliant chaque partie de la première par chaque partie de la seconde, 
et en ajoutant les produits obtenus. 

Soit, par exemple, à multiplier 2 + 4 + 6 par 3 + 5. 
On a, d'après le premier théorème, 

(2 + 4 + 6). (3 + 5) = 2.(3 + 5) + 4.(3 + 5) + 6.(3 + 5). 

Or, d'après le second théorème, 

2.(3 + 5) = 2.3 + 2.5, 

4.(3 + 5) = 4.3 + 4.5, 

6.(3 + 5) = 6.3 + 6.5. 
Donc 

(2 + 4 + 6). (3 + 5) = 2.3 + 2.5 + 4.3 + 4.5 + 6.3 + 6.5. 

42. Théorème IV. Le produit de deux nombres ne change pas, quand 
on intervertit Vordre des facteurs. 

On a, par exemple, 5X3 = 3X5, c'est-à-dire 3 fois 5 égale 5 fois 3. 

En effet, formons un tableau composé de 3 lignes horizontales, 

de 5 unités chacune : ce tableau renfermera 

3 fois 5 unités, 
\ \ \ \ \ 

Mais ce môme tableau peut être considéré comme 

11111 

composé de 5 lignes verticales, de 3 unités chacune : 

il renferme donc 5 fois 3 unités. Donc 3 fois 5 égale 5 fois 3. 



I 
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Cas où le multiplicande et le multiplicateur n'ont qu'un seul chiffre, 

43. Soit proposé de multiplier 7 par 4. 

Multiplier 7 par 4, c'est prendre le nombre 7 4 fois, ce qui donne 
7+7 + 7 + 7 ou 28 pour le produit demandé. 

Mais, si le multiplicateur était un grand nombre, cette manière de 
procéder deviendrait impraticable. 

Pour effectuer rapidement toute espèce de multiplications, il est indispen- 
sable de savoir par cœur tous les produits de deux nombres d'un seul chiffre (*) , 

Cas où le multiplicande a plusieurs chiffres et le multiplicateur 

un seul chiffre, 

44. Soit proposé de multiplier 5027 par 8. 

Pour multiplier 5027 par 8, il suffit, d'après le premier théorème (39) , 

^097 ^^ multiplier par 8 les unités simples, les dizaines, les 

g centaines et les unités de mille de ce nombre, et d'ajouter 

~~— les produits obtenus. On dira donc : 8 fois 7 56 (on écrit 6 et 

on retient 5); 8 fois 2 16, et 5 21 (on écrit 21); 8 fois 5 40 

(on écrit 40). 

Le produit cherché est 40216. 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour multiplier un nombre de plusieurs chiffres par un nombre d'un 
seul chiffre, on multiplie successivement, à partir de la droite, chaque 
chiffre du multiplicande par le multiplicateur. On n'écrit que le chiffre 
des unités de chaque produit, en retenant les dizaines, s'il y en a, pour les 
ajouter au produit partiel suivant; le dernier produit partiel s'écrit tel 
qu'on le trouve. 



{*) On opère plus rapidement encore, si l'on sait par cœur tous les produits de deux nombres 



d'un et de deux chiffres^ 



Herwart de Hohemburg, en 1610, Crelle, en 1857, Bremiker, en 1880, ont publié des^ 
tables contenant tous les produits de deux nombres de trois chiffres. 
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Cas où le multiplicateur a plusieurs chiffres, le multiplicande 

ayant un ou plusieurs chiffres (*). 

45. Pour multiplier un nombre entier par Vunité suivie de 1, 2, 3... 
zéros, il suffit d'écrire i, 2, 3... zéros à la droite de ce nombre. 

On a, par exemple, 375 X 100 == 37500. 

En effet, en écrivant deux zéros à la droite du nombre 375, on fait 
exprimer, à chaque chiffre de ce nombre, des unités cent fois plus 
grandes (12). Chaque partie du nombre 375 devient donc cent fois plus 
grande, et, par suite (39), le nombre lui-môme devient cent fois plus 
grand, ou est multiplié par 100. 

46. Pour multiplier un nombre entier par un chiffre suivi de 
1, 2, 3... zéros, il suffit de multiplier le nombre par ce chiffre, et d'écrire 
1, 2, 3... zéros à la droite du produit. 

Soit, par exemple, à multiplier 22 par 400. On multipliera 22 par 4, 
ce qui donne (44) 88, puis 88 par 100, en écrivant (45) deux zéros à la 
droite de 88, ce qui donne 8800. 

En effet, multiplier un nombre par 400, c'est le multiplier par la 
somme 100 + 100 + 100 4- 100. Or, d'après le deuxième théorème (40), 
on multiplie un nombre par une somme en le multipliant par chaque 
partie de cette somme, et en ajoutant les produits obtenus. On multipliera 
donc 22 quatre fois de suite par 100, et on ajoutera les produits obtenus, 
€e qui donne (45) 2200 + 2200 + 2200 + 2200, ou 4 fois 2200. 
Or (44) 4 fois 2200 est égal à 4 fois 22 centaines, ou à 88 centaines, ou 
k 8800, c'est-à-dire au produit de 22 par 4, suivi de deux zéros. 

Ce raisonnement peut s'écrire comme il suit : 

22 X 400 = 22 X (100 + 100 + 100 H- 100) 

= 2200 + 2200 + 2200 H- 2200 (40 et 45) 
== 2200 X 4 = 8800 (44). 



{*) Ce cas se ramène au premier (43) ou au deuxième (44), suivant que le multiplicande a un 
ou plusieurs chiffres. 



7 


7 


385 


385 


3S 


35 


S60 


56 


2100 


21 
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47. Soit maintenant proposé de multiplier 7 par 385, c'est-à-dire un 
nombre d'un chiffre par un nombre de plusieurs chiffres. 

Multiplier un nombre par 385, xî'est le multiplier par la somme 
S + 80 + 300. Or, d'après le deuxième théorème (40), on multiplie un 

nombre par une somme, en le multipliant par chaque 
partie de cette somme, et en ajoutant le^ produits 
obtenus. On multipliera donc 7 par 5, ce qui donne (43) 
35; puis. par 80, ce qui donne (46) 560; puis par 300, 
ce qui donne (46) 2100, et on fera la somme de ces pro- 
duits partiels : on trouve ainsi 2695 pour le produit 

2695 2695 demandé. 

Toutefois, dans la pratique, il est plus simple d'inter- 
vertir les facteurs (42), c'est-à-dire de multiplier 385 par 7, ce qui 
ramène au deuxième cas (44). 

48. Soit, de m^me, proposé de multiplier 46518 par. 9037, c'est-à- 
dire un nombre de plusieurs chiffres par un nombre de plusieurs chiffres. 

Multiplier un nombre par 9037, c'est 
46518 46518 j^ multiplier par la somme 7 + 30 + 

^Q^'^ ^^^'^ 9000. Or, d'après le deuxième théorème 

325626 325626 (40), on multiplie un nombre par mie 

1 395540 139554 somme, en le multipliant par chaque 

41 8 662 000 41 8 662 partie de cette somme, et en ajoutan t les 

420383166 420383166 ^T^lf ' t'"'^\^; """Sr.Sr 

46518par7, ce qui donne(44) 325626; 

puis par 30, ce qui donne (46) 1 395540 ; puis par 9000, ce qui donne (46) 

418662000, et on fera la somme de ces produits partiels : on trouve 

ainsi 420383166 pour le produit demandé (*). 



463.18 
9037 



(*) On opère plus rapidement, si Ton sait par cœur tous les produits de deux nombres d*un 
et de deux chiffres. 

Ainsi, pour multiplier 46518 par 9037, on dira : 37 fois 18 666 (on écrit 66 

et on retient 6); 37 fois 65 2405, et 6 2411 (on écrit 11 et on retient 24) ; 37 fois 

1 721 166 4 140^ ^ 24 172 (on écrit 172); (on écrit dans la colonne des centaines); 

^^^6620 9 fojg 4g ie2 (on écrit 62 à gauche de et on relient 1); 9 fois 65 585, et 1 586 

420 383 166 (on écrit 86 et on retient 6) ; 9 fois 4 36, et 5 41 ^on écrit 41); etc. 

3 
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Dans la pratique, on se dispense d'écrire les zéros qui se trouvent à 
droite des produits partiels; mais on a soin d'écrire le premier chiffre de 
chaque produit dans la même colonne que celui qui sert de multiplicateur. 

49. On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour multiplier un nombre d'un ou plusieurs chiffres par un nombre 
de plusieurs chiffres, on écrit le multiplicateur sou^ le multiplicande, et 
on tire un trait pour séparer ces nombres des produits partiels, que ton 
écrira au-dessous. 

On multiplie le multiplicande successivement par chaque chiffre signi- 
ficatif du multiplicateur, en écrivant chaque produit de manière que son 
ptemier chiffre à droite soit dans la même colonne que celui qui sert àe 
multiplicateur ; puis on fait la somme de tous ces produits partiels et on 
a le produit demandé. 

On commence la multiplication par la droite du multiplicande, à cause 
de la retenue qui peut provenir d'un produit partiel quelconque; mais il 
n'est pas indispensable de la commencer par la droite du multiplicateur. 

60. Lorsque les deux facteurs sont terminés Vun ou Vautre ou tous les 
deux par des zéros, on peut les multiplier sans avoir égard aux zéros, sa'^f 
à écrire à la droite du produit autant de zéros qu'on en a supprimé. 

Gela revient à supprimer, à la droite du premier produit partiel, autant 
de zéros qu'il y en a à la droite du multiplicande et du multiplicateur, 
et, à la droite des produits partiels suivants, autant de zéros qu'A 
y en a à la droite du multiplicande. 

51. Lorsque le multiplicateur a un grand nombre de figures, ou 
lorsqu'on doit faire le produit du même multiplicande par plusieurs 
nombres, il peut être avantageux de former d'abord les produits du 
multiplicande par les neuf premiers nombres. 

Pour former ces produits, on ajoute le multiplicande à lui-même, pu^^ 
à la somme obtenue, et ainsi de suite. On ajoute encore le multiplicande 
à son produit par 9, et on retrouve ce même multiplicande suivi de 
zéro (45), ce qui vérifie les additions précédentes (72). 



- 35 — 

*62. Théorème V. Le 'produit de deux nombres a autant de chiffres 
qu'il y en a dans les deux facteurs, ou autant moins un. 

Supposons que le multiplicande ait cinq chiffres, et le multiplicateur 
quatre chiffres. 

Puisque le multiplicateur a quatre chiffres, il est au moins égal à 1000, 
et il est moindre que 10000. Le produit est donc (45) au moins égal au 
multiplicande suivi de trois zéros, et il est moindre que le multiplicande 
suivi de quatre zéros. Par conséquent, le nombre des chiffres du produit 
est au moins 5 + 3, et au plus 5 + 4. 

Preuve de la multiplication, 

63. Pour faire la preuve de la multiplication, on la recommence en 
intervertissant Tordre des facteurs (42). 

On peut aussi multiplier ou diviser Tun des facteurs par un certain nombre, 
et diviser ou multiplier le nouveau produit par le même nombre (60 et 79). 

Des produits de plusieurs facteurs, 

64. On appelle j»rorfwzï de plusieurs nombres le résultat que Ton obtient 
en multipliant le premier nombre par le second, le produit obtenu par le 
troisième, le nouveau produit obtenu par le quatrième, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce qu'on ait employé tous les nombres* 

Ainsi le produit des nombres 3, 4, 5, 6 est le résultat que l'on obtient 
en multipliant 3 par 4, le produit obtenu par 5, et le nouveau produit 
obtenu par 6. On l'indique par la notation 

3X4X5X6 ou 3.4.5.6, 

qu'on lit ainsi : 3 multiplié par 4 multiplié par 5 multiplié par 6. 

Les multiplicandes sont successivement 3, 3 . 4, 3 . 4 . 5, et les multipli- 
cateurs sont respectivement 4, 5, 6, en sorte que l'on a, par définition, 

3 X 4 X 5 X 6 = [(3 X 4) X 5] X 6. 

Chacun des nombres 3, 4, 5, 6 est appelé facteur du produit, lequel 
est de même espèce que le multiplicande 3. 
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66. Théorème VI. Dans un produit de plusieurs nombres, on peut 
intervertir d'une manière quelconque Vordre des facteurs. 

Soit le produit 7X5X3X8X6X4. 

1** On peut intervertir Vordre des deux premiers facteurs. 

En effet, d'après un théorème que l'on a vu précédemment (42), le 
produit 7 X 5 est égal au produit 5 X 7 : par conséquent, au lieu de 
multiplier le premier produit successivement par 3, 8, 6, 4, on peut multi- 
plier le deuxième successivement par les mêmes nombres, ce qui donne 

7X5X3X8X6X4 = 5X7X3X8X6X4. 

2** On peut intervertir Vordre des deux derniers facteurs. 

_ _ En effet, appelons P le produit 7x5 

PPPPPP 

X 3 X 8, et formons un tableau composé 

PPPPPP 

de 4 lignes horizontales, dont chacune 

PPPPPP 

renferme P 6 fois : le nombre total 

PPPPPP 

d'unités de chaque ligne est P X 6, et 

le nombre total d'unités du tableau est P X 6 X 4. Mais ce même tableau 
peut être considéré comme composé de 6 lignes verticales, dont chacune 
renferme P 4 fois : le nombre total d'unités de chaque ligne est P X 4, et 
le nombre total d'unités du tableau est P X 4 X 6. On a donc 

PX6X4 = PX4X6, 

ou, en remplaçant P par 7 X 5 X 3 X 8, 

7X5X3X8X6X4=7X5X3X8X4X6. 

3^ On peut intervertir Vordre de deux facteurs consécutifs quelconques, 
5 et 3, par exemple. 

En effet, d'après ce qu'on vient de voir, le produit 7 X 5 X 3 est égal 
au produit 7 X 3 X 5 : par conséquent, au lieu de multiplier le premier 
produit successivement par 8, 6, 4, on peut multiplier le deuxième 
successivement par les mêmes nombres, ce qui donne 

7X5X3X8X6X4 = 7X3X5X8X6X4. 
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Il résulte, de ce qui précède, qu'on peut donner à un facteur quelconque 
une place qu;elconque, puisqu'on peut le faire avancer, successivement, 
de 1, 2, 3... rangs vers la droite ou vers la gauche : c'est ce qu'il fallait 
démontrer. 

66. Théorème VII. On multiplie un nombre par un produit de plusieurs 
facteurs, en le .multipliant successivement par les facteurs de ce produit, 
c'est-à-dire en le multipliant d'abord par le premier facteur, puis le 
produit obtenu par le deuxième facteur, et ainsi de suite, jusqu'à ce 
qu'on ait employé tous les facteurs. 

On a, par exemple. 

En effet, on peut, dans le produit a X \h X c y, d), intervertir l'ordre 
des deux facteurs (42), ce qui donne (^ X c X d) X a, ou (54) bXc X d 
X a; ei on peut, dans ce dernier produit,, mettre le, facteur a à la première 
place (55), ce qui donne a X b X c X d. 

67. Théorème VIII. On multiplie un produit par un produit en formant 
un produit unique composé de tous les facteurs des deux produits donnés. 

On a, par exemple, 

(aXbXc)X(dXe) = aXbXcXdXe. 

En effet, d'après le théorème précédent, le produit de a X ^ X c par 
rf X e est égal à (fl X ^ X c) X d X ^, et ce dernier produit peut 
s'écrire (54) aXbXcXdXe, 

68. Théorème IX. On peut, dans un produit de plusieurs nombres, 
remplacer deux ou plusieurs facteurs par leur produit effectué, 

La proposition est évidente, si les facteurs dont il s'agit sont les pre- 
miers (54). Or on peut toujours faire en. sorte qu'il en soit ainsi (55). 
Donc la proposition est démontrée. 

Ainsi, dans le produit 4 X 9 X 7 X 25, on peut remplacer les facteurs 
4 et 25 par leur produit effectué, qui est 100, le facteur 100 pouvant, 
d'ailleurs, être écrit à un rang quelconque. 
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69. Théorème X. Réciproquement, on peut, dans un produit de plu- 
sieurs nombres, remplacer un facteur quelconque par d'autres dont ce 
facteur est le produit, 

La proposition est évidente, si le facteur dont il s'agit est le premier 
(54). Or on peut toujours faire en sorte qu'il en soit ainsi (55). Donc la 
proposition est démontrée. 

Ainsi, dans le produit 4 X 30 X 7, on peut remplacer le facteur 30 
par les facteurs 2, 3, 5, dont 30 est le produit, les facteurs 2, 3, 5 
pouvant, d'ailleurs, être écrits à un rang quelconque. 

60. Théorème XL Quand on multiplie Vun des facteurs d'un produit 
par un nombre, le produit est multiplié par ce nombre. 

Si, par exemple, on multiplie par 8 l'un des facteurs du produit 
5 X 6 X 7, le produit lui-même sera multiplié par 8. 

En effet, pour multiplier par 8 le produit 5 X 6 X 7, il suffit d'écrire 
5X6X7X8 (54). Or, dans ce dernier produit, on peut remplacer le 
facteur 8 et l'un quelconque des autres facteui*s par leur produit effectué 
(58). Donc, pour multiplier un produit par un nombre, il suffit de mul- 
tiplier l'un des facteurs du produit par ce nombre. 



CHAPITRE V 

61, Diviser un nombre entier par un autre nombre entier, c'est par- 
tager le premier en autant de parties égales qu'il y a d'unités dans le 
second; ou bien, c'est chercher combien le premier contient de fois le second. 

Le nombre qu'on divise se nomme dividende, celui par lequel on 
divise, diviseur, et le résultat de l'opération, quotient. 

On indique la division par le signe : , que l'on énonce divisé par (*). 

Ainsi 36 : 9 = 4 se lit : 36 divisé par 9 égale 4. 



(*) Le signe : , employé pour indiquer la division, est dû à Leibniz. 
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62. Il importe de considérer attentivement les deux cas bien distincts 
que peut ofirir la division. 

Supposons, en premier lieu, qu'il s'agisse de partager le nombre 36 
\en 9 parties égales (*). 

Ici le nombre 36 est un tout composé de 9 parties égales, de grandeur 
inconnue. Si la grandeur de chaque partie était connue, il est évident 
qu'en la prenant 9 fois on retrouverait 36. En d'autres termes, eti multi- 
pliant le quotient par le diviseur, on doit reproduire le dividende. 

Ainsi, dans le premier cas de la division, le dividende est un produit 
dont le diviseur donné est le multiplicateur, et le quotient cherché, le 
multiplicande. 

Par suite, lorsqu'on opère sur des nombres concrets, le quotient est un 
nombre de même espèce que le dividende. 

Supposons, en second lieu, qu'il s'agisse de trouver combien de fois le 
nombre 36 contient le nombre 9 (**). 

Ici le nombre 36 est un tout composé d'un nombre inconnu de parties, 
toutes égales à 9. Si le nombre de ces parties était connu, il est évident 
qu'en prenant chaque partie autant de fois que l'indiquerait ce nombre, 
on retrouverait 36. En d'autres termes, en multipliant le diviseur par le 
quotient, on doit reproduire le dividende. 

Ainsi, dans le second cas de la division, le dividende est un produit 
dont le diviseur donné est le multiplicande, et le quotient cherché, le 
multiplicateur. 

Par suite, lorsqu'on opère sur des nombres concrets, le dividende et le 
diviseur sont deux nombres de même espèce (***). 



n Cette opération résout, par exemple, le problème suivant : On a payé 36 francs pour 
9 métrei de drap : quel eet le prix du mètre? En effet, si 9"' coûtent 36t, un mètre coûte 
9 fois moins, ou la neuvième partie de 36^ 

(•*) Cette opération résout, par exemple, le problème suivant : Si le mètre de drap coûte 
9 franci, combien aura-t-on de mètret pour 36 francs? En effet, si le mètre coûte 9r, 
poar 36^ on aura autant de mètres que Qf sont contenus de fois dans W. 

{***) À proprement parler, les mots dividende, diviseur, division s*appliquent au premier 
^8 de la division et le mot quotient au second cas. 
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68, Il suit de ce qui précède que la division est Topération inverse de 
la multiplication. 

On peut donc encore définir la division : l'opération par laqtielle, coti- 
naissant le produit de deux nombres et l'un de ces nombres, on cherche 
Vautre, 

Le produit donné est le dividende^ le facteur connu, le diviseur, et le 
facteur cherché, le quotient, 

64. La nouvelle définition permet de ramener à un seul les deux cas 
de' la division. On a vu, en efiet, que, sans changer le produit de deux 
nombres, on peut prendre indiflféfremment celui des deux nombres qwe 
Ton veut pour multiplicande et Tautre pour multiplicateur. Par suite, on 
peut toujours, dans la division de deux nombres, considérer le diviseur 
donné comme étant le multiplicande, et le quotiertt cherché comme étant 
le multiplicateur du produit donné, qui est le dividende. 

D'après cela, diviser sera toujours chercher combien de fois le diviseur 
est contenu dans le dividende. 

En ramenant ainsi le premier cas de la division au second, on change, 
il est vrai, le sens même de l'opération; mais, ce qui est la seule chose 
que Ton a en vue ici, on ne change pas la valeur du quotient cherché. 

On peut arriver à la même conclusion par la considération directe du 
premier cas de la division. 

En efifet, soit encore à partager le nombre 36 en 9 parties égales. 

Si c'était le nombre 9 que Ton eût à partager en 9 parties égales, il est 
évident que chaque partie serait égale à l'unité. Mais c'est le nombi^e 3& 
que l'on doit partager en 9 parties égales; chaque partie contiendra donc 
autant d'unités que 9 est contenu de fois dans 36. 

On voit que l'on est ramené à chercher combien de fois 9 est contenu 
dans 36, ce qui est le second cas de la division. 

66. Dans l'exemple traité, il existe un nombre entier 4, tel que le 
produit de ce nombre 4 et du diviseur 9 soit égal' au dividende 36. Mais 
on conçoit qu'il n'en est pas généralement ainsi, et il reste avoir quel est, 
dans ce cas, le sens de la division. 
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Soit proposé, par exemple, de diviser 42 par 9. 

S'il s*agit de trouver la neuvième partie de 42, on remarquera que ce 
nombre 42 est égal à 9 fois 4, plus 6, et qu'il est moindre que 9 fois 5. 

S'il s'agit 'de trouver combien de fais 9 est contenu dans 42, on 
remarquera, de même, que ce nombre 42 est égal à 4 fois 9, plus 6, et 
qu'il est moindre que 5 fois 9. 

On dit, dans les deux cas, que 4 est le quotient entier de la division de 
42 par 9, et que le nombre 6, moindre que le diviseur 9, est le reste de 
la division. 

On voit que le dividende est égal au produit du diviseur et du quotient 
entier, plus le reste. 

On voit aussi qu'il est indifférent, quant à la valeur de ce quotient et 
de ce reste, de considérer la division sous le premier ou sous le second 
point de vue. 

Nombre des chiffres du quotient, 

66. Théorème I. Lejnombre des chiffres du quotient entier de deux 
nombres est égal au nombre de zéros qu'il est nécessaire d'écrire à la 
droite du diviseur pour avoir un nombre supérieur au dividende. 

Soit, par exemple, à diviser 98725 par 64. 

Si l'on écrit un, puis deux, puis trois zéros à la droite du diviseur, on 
obtient les nombres 640, 6400, 64000, tous moindres que le dividende. Si 
l'on écrit quatre zéros à la droite du diviseur, on obtient le nombre 640000, 
qui est plus grand que le dividende. Le dividende est donc plus grand que 
1000 fois et moindre que 10000 fois le diviseur. On en conclut que le 
quotient entier est compris entre 1000 et 10000, et, par suite, que ce 
quotient a quatre chiffres, ce qui démontre la proposition {*). 



(*) La théorie des divers cas de la division repose snr les principes suivants : 

1o le dividende ett égal au produit du diviseur par le quotient entier, plue le 

re<<e(65); 
2« Le nombre det chiffrée du quotient entier de deux nombres est égal au nombre de 

zéros qu'il est nécessaire d'écrire à la droite du diviseur pour avoir un nombre 

supérieur au dividende (66). 
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Cas où le diviseur et le quotient n'ont qu'un seul chiffre. 

67. Soit à diviser 27 par 6. 

En écrivant un zéro à la droite du diviseur, on forme le nombre 60, qui 

est plus grand que le dividende : donc (66) le quotient n'a qu'un chiffre. 

Pour trouver ce quotient, ou pour savoir combien de fois 6 est contenu 
dans 27, il suffit de voir combien de fois 6 peut être retranché de 27. 
On dira donc : 

27 moins 6 21, 21 moins 6 15, 15 moins 6 9, 9 moins 6 3... 

Ainsi 6 peut être retranché de 27 4 fois, et il reste 3, nombre inférieur 
à 6 : donc 4 est le quotient entier de 27 par 6, et 3 est le reste de la 
division. 

On peut aussi, d'après la deuxième définition de la division, chercher 
par quel nombre il faut multiplier 6 pour avoir 27. On dira donc : 

1 fois 6 6, 2 fois 6 12, 3 fois 6 18, 4 fois 6 24, 5 fois 6 30. . . 

Ainsi 27 est compris entre 4 fois 6 et 5 fois 6 : donc 4 est le quotient 
entier de la division de 27 par 6, et 27 moins 24 ou 3 est le reste de la 
division. 

Mais, si le quotient était un grand nombre, l'une et l'autre manière de 
procéder seraient impraticables. 

Quand on connaît tous les produits de deux nombres d'un seul chiffre, 
on connaît aussi les quotients qu'on obtient en divisant par un nombre 
d'un seul chiffre tout autre nombre qui n'est pas dix fois plus grand. 

Cas où le diviseur a plusieurs chiffres et le quotient un seul chiffre, 

68. Soit à diviser 6483 par 952. 

En écrivant un zéro à la droite du diviseur, on forme le nombre 9520, 
qui est plus grand que le dividende : donc (66) le quotient n'a qu'un 
chiffre. 
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Pour trouver ce chiffre, rappelons-nous que 7^ dividende est le produit 
du diviseur par le quotient entier, plus le reste, s'il y en a un. 

Dans Texemple proposé, le dividende 6483 se compose des produits 
partiels des 9 centaines, S dizaines et 2 unités du diviseur par le chiffre 
inconnu du quotient, plus un reste inférieur au diviseur, s'il y a lieu. 
Le premier de ces produits partiels, ou celui des 9 centaines du 
diviseur par le quotient, est un certain nombre de centaines, lesquelles 
sont nécessairement contenues dans les 64 centaines du dividende. Si 
donc ces 64 centaines du dividende ne contenaient que ce produit, en 
divisant 64 centaines par 9 centaines, on aurait le quotient cherché. Mais, 
dans ces 64 centaines, il peut y avoir aussi des centaines provenant de la 
somme des deux autres produits partiels et du reste. Par conséquent, 
en divisant les 64 centaines du .dividende par les 9 centaines du diviseur, 
on aura le quotient cherché ou un nombre trop grand. 

En divisant 64 centaines par 9 centaines, ou 64 par 
9, on a 7 pour quotient entier (67). 

Pour essayer ce chiffre, on multiplie le diviseur 952 
par 7. Le produit est 6664, nombre supérieur au 
dividende : donc le chiffre 7 est trop fort, et il faut 
essayer le chiffre immédiatement inférieur, qui est 6. 
Pour essayer le chiffre 6, on multiplie encore 952 
par 6. Le produit est 8712, nombre inférieur au divi- 
dende : donc 6 est le quotient cherché. 
Le reste de la division égale 6483 moins 5712 ou 771. 

On déduit, du raisonnement qui précède, la règle suivante : 

Pour faire la division de deux nombres de plusieurs chiffres, dans le cas 

oU le quotient ne doit avoir qu'un chiffre, on divise, par le premier 

chiffre à gauche du diviseur, le nombre formé par la partie de même ordre 

i du dividende. On multiplie le diviseur par le chiffre obtenu, et, si le 

\ produit peut être soustrait du dividende, ce chiffre est le quotient cherché, 

Sinon, on le diminue d'une unité, et on essaie le nouveau chiffre. On con- 

Mue de la sorte jusqu'à ce que Von obtienne un produit qui puisse être 

soustrait du dividende : le dernier chiffre essayé est le quotient cherché. 



6483 
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6664 


7 


6483 


952 


5712 


6 
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Dans la pratique, les essais se font à vue, sans rien écrire. 

De plus, pour essayer un chiffre, il n'est pas ordinairement nécessaire 
de multiplier tout le diviseur par ce chiffi^. Ainsi, dans Texemple ci- 
dessus, il suffit de multiplier les 95 dizaines du diviseur par 7, pour 
s'assurer que ce chiffre est trop fort. 

Enfin, quand on a trouvé le véritable chiffre du quotient, on peut faire 
simultanément la multiplication et la soustraction en disant : 6 fois 2 12, 

de 13 Teste 1 (on écrit 1 et on retient 1); 6 fois 5 30, et 

952 If j 

— 1 31, de 38 reste 7 (on écrit 7 et on retient 3); 6 fois 



6483 
771 



6 



9 54, et 3 57, de 64 reste 7 (on écrit 7) (*). 

Cà8, où le quotient a plusieurs chiffres, 
ie diviseur ayant un ou plusieurs chiffres (**). 

69. Soit à diviser 40625 par 7. 

Le dividende étant plus grand que 7000, mais moindre que 70000, le 
quotient cherché a quatre chiffres (66), et, par suite, renferme des unités 
de mille, des centaines, des dizaines et des unités simples. 

Le dividende 406^5 se compose donc des produits partiels du divi- 
seur 7 par les unités de mille, centaines, dizaines et unités simples du 
quotient, plus un reste inférieur à 7, s'il y a lieu. 

Or le produit du diviseur 7 par le chiffre des mille du quotient est un 
certain nombre de mille. De plus, la partie à droite du chiffre des mille 
du quotient formant un nombre au plus égal à 999, le produit de 7 par 



C) Nous ne croyons pas devoir conseiller, en générai, cette dernière disposition, 
« Je suis loin, dit M. Mâilly, de vouloir déprécier le calcul mental, qui se fait par un effort 
de mémoire; je pense qu'il est très utile d'apprendre à calculer de tète, parce qu'on n'a pas 
toujours sous la main du papier ou une ardoise; mais j'ai acquis la conviction que, lorsqu'on 
opère avec la plume ou avec la craie, il est éminemment avantageux d'écrire sinon toutes, du 
moins presque toutes les opérations que l'on fait : on opère plus sûrement, oq éprouve tuoios 
de fatigue, et, en définitive, on va plus vite. Le grand art du calculateur consiste à opérer 
mécaniquement et de façon que l'esprit ait la moindre part possible au travail... » (Principes de 
la science du calcul, p^ge 22.) 

(**) Ce cas se ramène au premier (67) ou au deuxième (68), suivant que le diviseur a un 
ou plusieurs chiffres. 
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cette partie du quotient est au plus égal à 999 fois 7, et, si on lui ajoute le 
reste, qui est moindre que 7, la somme sera moindre que 999 fois 7 plus 
i fois 7, ou que 1000 fois 7, ou que 7 mille. 

Il s'ensuit que les 40 mille du dividende contiennent le produit du divi- 
seur 7 par le chiffre des mille du quotient, plus, s'il y a lieu, un autre 
nombre de mille, lequel est nécessairement inférieur à 7 : par conséquent, 
si Von divise le nombi^e iO des mille du dividende par 7, le quotient entier 
sera le chiffre exact des unités de mille du quotient. 

Le quotient entier de 40 par 7 est 5 (67) : donc 5 est le chiffre des mille 
du quotient. 
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Si, des 40 mille du dividende 40625, on retranche le produit 35 mille 
du diviseur 7 par le chiffre 5 des mille du quotient, il reste 5 mille, 
lesquels, joints à la partie restante 625 du dividende, forment le nombre 
5625. Ce nombre 5625 renferme le produit du diviseur 7 par les centaines, 
dizaines et unités simples du quotient, plus le reste, s'il y en a un. On 
considérera donc 5625 comme un nouveau dividende, sur lequel on raison- 
nera comme on l'a fait sur le dividende primitif 40625, et ainsi de suite. 

On remarquera qu'il n'est pas nécessaire de former les dividendes 
complets successifs, mais seulement les dividendes partiels^ en abaissant, 
à la droite du dernier chiffre de chaque reste, le chiffre du dividende total 
qui représente les unités de l'ordre immédiatement inférieur. 

On peut aussi se dispenser d'écrire les produits partiels. On peut même 
n'écrire que les chiffres du quotient et le reste. 



Quelle que soit la disposition adoptée, on dira : 7 en 40 5 fois (on écrit 



— 46 — 

o au quotient) ; 8 fois 7 35, de 40 reste 5 ; 7 en 56 8 fois (on écrit 8 au 
quotient, à droite de 5) ; 8 fois 7 56, de 56 reste 0; 7 en 2 fois (on écrit 
au quotient, à droite de 8); 7 en 25 3 fois (on écrit 3 au quotient, à 
droite de 0); 3 fois 7 21, de 25 reste 4. 
Le quotient cherché est 5803 et le reste 4. 

70. Soit encore à diviser 33554432 par 1024. 

On trouve facilement (66) que le quotient a cinq chiffres, et, par suite, 
que le dividende 33554432 se compose des produits partiels du diviseur 
1024 par les dizaines de mille, unités de mille, centaines, dizaines et 
unités simples du quotient, plus un reste inférieur à 1024, s'il y a lieu. 

Or le produit du diviseur 1024 par le chiffre des dizaines de mille du 
quotient est un certain nombre de dizaines de mille. De plus, le produit 
de 1024 par la partie à droite du chiffre des dizaines de mille du quotient 
est, au plus, égal à 9999 fois 1024, et, si on lui ajoute le reste, qui est 
moindre que 1024, la somme sera moindre que 10000 fois 1024, ou 
que 1024 dizaines de mille. 

Il s'ensuit que les 3355 dizaines de mille du dividende contiennent le 
produit du diviseur 1024 par le chiffre des dizaines de mille du quotient, 
plus, s'il y a lieu, un autre nombre de dizaines de mille, lequel est 
nécessairement inférieur à 1024 : par conséquent, si Von divise le nombre 



33554432 
3072 



2834 
2048 



1024 



32 768 



7864 
7168 

6963 
6144 



33554432 


1024 


2834 
7864 


32768 


6963 




8192 










8192 
8192 
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3555 des dizaines de mille du dividende par 1024, le quotient entier sera 
le chiffre exact des dizaines de mille du quotient. 

Le quotient entier de 3355 par 1024 est 3 (68) : donc 3 est le chiffre 
des dizaines de mille du quotient. 

Si, du dividende total 33554432, on retranche le produit du diviseur 
1024 par le chiffre 3 des dizaines de mille du quotient, on obtient un 
reste 2834432, sur lequel on raisonnera comme on Ta fait sur le divi- 
dende primitif, et ainsi de suite. 

Le quotient cherché est 32768 et le reste est nul. 

71, On déduit, des deux exemples qui précèdent, la règle suivante : 

Pour faire la division de deux nombres, dans le cas oii le quotient a 
plusieurs chiffres, on écrit le diviseur à la droite du dividende ; on sépare 
ces deux nombres par un trait vertical, et on tire un autre trait pour 
séparer le diviseur du quotient à obtenir, que Von écrira au-dessous. 

On sépare, sur la gauche du dividende, autant de chiffres quHl est 
nécessaire pour avoir un nombre qui contienne le diviseur. On divise 
ce nombre par le diviseur et on écrit le chiffre obtenu au quotient. 

On soustrait, du nombre séparé sur la gauche du dividende, le produit 
du diviseur par ce premier chiffre du quotient, et on abaisse à droite du 
reste le chiffre suivant du dividende. On divise encore ce nouveau nombre 
par le diviseur, et on obtient le second chiffre du quotient, que Von écrit à 
la droite du premier. 

On continue ainsi jusqu'à ce que Von ait déterminé tous les chiffres du 
quotient. 

Lorsqu'un dividende partiel est moindre que le diviseur, on écrit au 
quotient ; puis, ayant abaissé un nouveau chiffre du dividende, on continue 
Vopération comme il a été dit {*). 



{*) Si, pour vérifier un chiffre posé au quotient, on le multiplie par le premier chiffre à 
gauche du diviseur, ou par les deux premiers, ou par les trois premiers, etc., et que ron 
retranche le produit de la partie correspondante du dividende, le chiffre essayé est exact dan& 
les cas suivants : 

io Lorsque le reste est égal ou supérieur au chiffre que Ton essaie; 

2o Lorsque le reste est supérieur au chiffre suivant du diviseur. 
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72. Lorsque le quotient doit avoir un grand nombre de figures, ou 
lorsqu'on doit diviser plusieurs nombres par un même diviseur, il peot 
être avantageux, de former d'abord les produits du diviseur par les neuf 
premiers nombres (61), comme on le voit dans l'exemple ci-dessous : 

79228162M4264337593S439S0336 I 281474976710656 



562949953421312. . . 

2293316717213313 
2251799813685248 . . 

415169035280657 
281474976710656. . 

1336940585700015 
1125899906842624 . 

2110406788573919 
1970324836974592 



8 



1400819516993273 
1125899906842624. 

2749196091506495 
2533274790395904 



2159213011105914 
1970324836974592 



• • • 



6 



1888881741313223 
1688849860263936. . 

2000318810492879 
1970324836974592 . . . 

299939735182875 
281474976710656 . . . 

1846475847221903 
1688849860263936 . 

"ï 5 762 598 695 796 73 
1407374883553280 



1688849860263936 
1688849860263936 



281474976710656 



1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 



06 
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2814749767106S6 
562949953421 312 
844424930131968 
1125899906842634 
1407374883553280 
1688849860263936 
1970324836974592 
2251799813685248 
2533274790395904 
2814749767106560 



• • • 



6 



— 49 - 

73. Lorsque le diviseur est terminé par des zéros, on les néglige, et 
ou sépare un nombre égal de chiffres sur la droite du dividende ; on divise 
les nouveaux nombres, et on écrit, à la droite du reste, les chiffres 
supprimés au dividende : le quotient obtenu et le reste ainsi formé sont 
le quotient et le reste de la division des nombres proposés. 

Car cela revient à supprimer, à la droite de chaque produit partiel, 
autant de zéros qu'il y en a au diviseur, et à supprimer un nombre égal 
de chiffres à la droite de chaque reste. 

Soit, par exemple, à diviser 7328956 par 64000. On divise 7328 
par 64 : le quotient entier est 114 et le reste 32. On en conclut que le 
quotient entier de 7328956 par 64000 est aussi 114 et le reste 32956. 



7328956 


64000 


7328.986 
64 

92 
64 

288 
266 


64.000 


64000 


114 


114 


92895 
64000 




288956 
256000 





32956 



32956 



Méthode des compléments. 



74. On appelle complément d'un nombre ce qu'il faut ajouter à ce 
nombre pour avoir une unité de Vordre immédiatement supérieur à celui 
de ses plus hautes unités. 

Ainsi le complément de 3857 est ce qu'il faut ajouter à 3857 pour 
avoir 10000. 

Pour former le complément d'un nombre, on soustrait de 9 chacun de 
ses chiffres et de iO son premier chiffre significatif à droite. 

Ainsi, pour former le complément de 3857, on dit : 3 de 9 6, 8 de 9 
1, 5 de 9 4, 7 de 10 3 : le complément de 3857 est 6143. 

En effet, la somme des nombres 3857 et 6143 est égale à 9 mille 

+ 9, centaines + 9 dizaines + 10 unités, ou à 10000. 

4 



6749 
6736 


842 
8 


6749 
1264 

8013 


842 
8 


013 





— SO- 
TS. Théorème II. Lorsqu'on ajoute au dividende le produit du quotient par 
le complément du diviseur, la somme est égale au reste préx^édé du quotient. 
Il est entendu que Ton donne au reste autant de chiffres qu au diviseur, 
en écrivant, s'il y a lieu, un ou plusieurs zéros à sa gauche. 

. «^ Ainsi, le quotient de 6749 par 842 

étant Set le reste 013, si Ton multiplie 
ce quotient 8 par le complément 158 
du diviseur, et qu'on ajoute le 
produit 1264 au dividende 6749, la 
somme 8013 est formée du resle 013, précédé du quotient 8. 

En effet, le quotient de 6749 par 842 étant 8 et le reste 13, on a (65) 

6749 = 842.8 + 13. 

Mais, le complément de 842 étant 1S8, on a 842 = 1000 — 158, et, par suite, 

6749 = (1000 — 158).8 -h 13, 
ou (39) 6749 = 1000.8 — 158.8 + 13, 

d'où 6749 + 158.8 = 1000.8 + 13, 

ou 6749 -f 158.8 = 8013. 

76. On déduit, du théorème qui précède, la règle suivante : 
Pour faire la division de deux nombres ^ on écrit, au-dessus du diviseur, 
le complément de ce nombre. On sépare, sur la gauche du dividende, 
autant de chiffres quil est nécessaire pour avoir tin nombre qui contienne 
le diviseur. On divise ce nombre par le diviseur et on a le premier chiffre 
du quotient. On multiplie ce chiffre par le complément du diviseur, et 
on ajoute le produit au dividende partiel. On sépare le premier 
chiffre à gauche de la somme obtenue, lequel doit être égal au chiffre écrit 
ail quotient, et on abaisse à droite le chiffre suivant du dividende : on 
forme ainsi le second dividende partiel, sur lequel on opère comme sur le 
premier, et ainsi de suite. 

Cette règle offre l'avantage de remplacer les soustractions par des 
additions, et de reproduire, à gauche de chaque reste, le chiffre corres- 
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pondant du quotient, ce qui sert de contrôle à l'opération. Elle est parti- 
culièrement utile lorsque le diviseur a de forts chiffres. 

Si on l'applique à la division de 36452333832 par 987654 ou 
par 36908, on trouve pour quotient 36908 ou 987654 et pour reste 0. 



36452333832 
37038 


12346 
987654 

36908 


36452333832 
56 7828 


63092 
36908 

987654 


36822713 
74076 


9323513 
504736 

8282493 
441 644 

7241378 
378552 




68967898 
111114 




907901232 
98768 




8000000 


6199303 
315460 






5147632 
252368 





400000 



Preuve de la division. 



77. Pour faire la preuve d'une division, on fait le produit du diviseur 
et du quotient, et on ajoute le reste à ce produit : la somme obtenue doit 
être égale au dividende (65). 

Théorèmes relatifs à la division. 

*78. Théorème III. Dans toiUe division, le dividende est plus grand 
que le double du reste. 

En effet, le dividende est égal au produit du diviseur par le quotient, 
plus le reste. Or le quotient est au moins égal à l'unité. Donc le dividende 
est au moins égal à une fois le diviseur, plus le reste, ou à la somme du 
diviseur et du reste. Mais le diviseur est plus grand que le reste. Donc 
le dividende est plus grand que le double du reste. 






V- >'.' 
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79. Théorème IV. On divise un produit par Cun de ses facteurs, ejn 
supprimant ce facteur dans le produit. 

Soit le produit aXbXcXdà diviser par c. 

Le produit proposé est égal kaXbXdXc (55j, ou au produit de 
a X b X d par c (54); si donc on le divise par c, le quotient sera 
aXb X d (63). 

80. Théorème V. On divise un nombre par un produit, en le divisant 
successivement par les facteurs de ce produit; c'est-à-dire en le divisant 
par le premier facteur, le quotient obtenu par le deuxième facteur, 
le nouveau quotient obtenu par le troisième facteur, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce qu'on ait employé tous les facteurs. 

On suppose que la division du nombre par le produit se fait sans reste. 

Soit à diviser le nombre N par le produit a X fr X c, et soit q le 
quotient : je dis que, si l'on divise N successivement par a, b, c, le dernier 
quotient sera aussi égal à q. 

En effet, le dividende N est égal au produit du diviseur a X b X c 
par le quotient q, c'est-à-dire àaX^XcX^. Si donc on divise N 
ou a X ^ X c X ^ par a, le quotient, d'après le théorème précédent, 
sera égal à 6 X c X ^. Si l'on divise ce quotient par by le nouveau quo- 
tient sera, de même, égal k c X q. Enfin, si Ton divise ce second quotient 
par c, le troisième quotient sera égal à q : c'est ce qu'il fallait démontrer. 

*Loi'sque la division du nombre par le produit ne se fait pas sans 
reste, le quotient entier peut encore s'obtenir de la manière indiquée. 
Quant au reste, il est égal à la somme des restes des divisions successives, 
multipliés chacun par les diviseurs précédents. 

Soit à diviser le nombre N par le produit ABC. 

On divise N par A : soit P le quotient et a le reste. On divise P par B : 
soit Q le quotient et b le reste. On divise Q par C : soit R le quotient 
et c le reste. Je dis que le quotient de N par ABC est R et que le reste 
est a + bX + cBA. 

En effet, le dividende étant égal au produit du diviseur par le quotient, 
plus le reste, et, d'autre part, le reste étant moindre que le diviseur. 
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d'au moins une unité, on a 

N=AP + a, û^A — 1, 

p = BQ+ ^>, b^B — \, 

Q=CR -f c, c^C — 1, 

d'où, en multipliant respectivement par 1, par A et par AB, 

N = AP + a, a^A — 1, 
AP = ABQ + A^, A6 ^ AB — A, 
ABQ = ABCR + ABc, ABc ^ ABC — AB, 

d'où, en ajoutant, 

N = ABCR + a + A^ + ABc, a + A6 + ABc i^ ABC — 1. 

Cette dernière égalité fait voir que, si l'on divise N par ABC, le 
quotient entier sera R et le reste a + Ab + ABc. 

81. Théorème VI. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le dividende et 
. le diviseur par un même nombre, le quotient entier ne change pas, mais 
le reste est multiplié ou divisé par ce nombre, 

1° Supposons qu'en divisant A par B, on ait trouvé pour quotient 
entier Q et pour- reste R : je dis qu'en divisant km par Bw, on aura 
encore pour quotient entier Q et pour reste Rw. 

En effet, le quotient de la division de A par B étant Q et le reste R, on a 

A = BQ -f R. 

Multiplions les deux membres de cette égalité par m, en observant que, 
pour multiplier une somme par un nombre, on multiplie chaque partie 
de la somme par ce nombre (39); il viendra 

Am = BQm -f Rm, ou km = Bm.Q + Rm. 

Puisque le reste R est moindre que le diviseur B, Rm est aussi moindre 
que Bm : par suite, la dernière égalité fait voir que, si Ton divise km 
par Bm, le quotient entier sera Q et le reste Rm, ce qui démontre la 
première partie du théorème. 
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*2" Dans la seconde partie du théorème, on suppose que la division du 
dividende A et du diviseur B par m se fait sans reste. Appelons a eib 
les quotients : on aura A = am eiB = bm. 

Cela posé, soient Q le quotient entier de A par B, et R le reste. Soient, 
de même, q le quotient entier de a par b, et r le reste. Je dis que l'on a 
^ = Q et r = R : m. 

En effet, le quotient entier de a par b étant q et le reste r, on a 

a = bq + r, r < b, 
d'où, en multipliant par m, 

am = bmq + rm, rm < bm, 
ou, en remplaçant am par A et bm par B, 

A = B^ + rm, nn < B. 
Mais le quotient entier de A par B étant Q et le reste R, on a aussi 

A = BQ + R, R<B. 
Comparant les deux dernières égalités, on voit que l'on a 

B^ + rm = BQ -i- R, 
ou 

B^ — BQ = R — rm. 

Or, si les quotients g et Q n'étaient pas égaux, le premier membre de 
cette dernière égalité serait égal à un certain nombre de fois B, tandis que 
le second membre est moindre que B, puisqu'il est la différence de deux 
nombres moindres que B; ce qui est absurde. On a donc ^ = Q, et, par 
suite, R = rm, ou r ^ R : m, ce qu'il fallait démontrer (*). 



(*) Cette démonstration fait voir que, si le dividende et le diviseur sont divisibles par un 
certain nombre, le reste est aussi divisible par le même nombre. Cette proposition sera 
établie plus loin par d'autres considérations (164). 
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CHAPITRE VI 

82. On nomme puissance deuxième, troisième, quatrième.., d'un 
nombre, le produit de deux, trois, quatre... facteurs égaux à ce nombre. 

La deuxième puissance d'un nombre est, le plus souvent, appelée carré, 
et la troisième puissance est, le plus souvent, appelée cube (*). 

Le nombre de facteurs égaux, dont le produit constitue une puissance, 
€st dit le degré de cette puissance. 

Pour indiquer une puissance d'un nombre, on écrit ce nombre, puis, à 
sa droite et un peu au-dessus, le degré de la puissance. 

Le degré ainsi écrit prend le nom d'exposant (**). 

Ainsi, pour indiquer le carré, le cube, la quatrième puissance... de 6, 
c'est-à-dire les produits 6X6, 6X6X6, 6X6x6X6,. ..on écrit : 

62, 6^ 6^... 

«t on lit : 6 au carré ou 6 exposant deux, 6 au ciibe ou 6 exposant trois, 
6 exposant quatre... 

Par extension de langage, on appelle première puissance d'un nombre 
ce nombre lui-même. L'exposant est alors supposé égal à l'unité. 
Ainsi 6 ou 6^ est la première puissance de 6. 

L'opération par laquelle on forme les puissances des nombres se nomme 
élévation aux puissances. 



n Ces dénominations de carré et de cttbe ont été empruntées à ta Géométrie. En effet, 
Vaire de la figure géométrique nommée carré est égale à la seconde puissance du côté de ce 
<:arré, et le volume de la figure géométrique nommée cube est égal à la troisième puissance 
de l'arête de ce cube. 

{**) La notation des exposants a été employée pour la première fois par Nicolas Chuquet, 
«n 4484. 
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83. Il n'existe pas de procédé particulier pour former les puissances 
des nombres, mais cette opération se réduit à une suite de multiplications. 

Toutefois, le carré d*un nombre entier, de 43867, par exemple, peut 
être formé d'après la règle suivante : 
On écrit, les uns au-dessous des autres, et en avançant chaque fois 

d'un rang ve7*s la droite, le carré 16 rfu premier 

"* ^ " ^ ' chiffre à gauche 4 du nombre donné, et le^ doubles 

1609643649 produits 24, 64, 48, 56 de ce premier chiffre 4 

24489684 par chacun des suivants 3, 8, 6, 7 ; puis, deux 

6 4 3 6M 2 rangs à droite des résultats précédents, le carré 09 

4 8 4 2 du deuxième chiffre 3, et les doubles produits 48, 

5 6 36, 42 de ce deuxième chiffre 3 par chacun des 

1924313689 suivants 8, 6, 7, et ainsi de suite jusqu'au carré i^ 

du dernier chiffre 7. 
Pour justifier celte règle, il suffit d'observer que le produit de 43 867 
par 43867 renferme une fois le produit de chaque chiffre par lui-même, 
ou le carré de chaque chiffre, et deux fois le produit de chaque chiffre 
par un autre de rang différent (*). 

84. Théorème I. Pour multiplier deux ou plusieurs puissances d'un 
même nombre, on ajoute les eocposants. 

Soit à multiplier a^ par a^. Le nombre a* se composant de 4 facteurs 
égaux à fl et le nombre a^ de o facteurs égaux à a, le produit de a^ par 
a^ se composera de 4 plus 5 ou de 9 facteurs égaux à a. On a donc 

86. Théorème II. Pour diviser Vune par l'autre deux puissances d'un 
même nombre, on retranche l'exposant du diviseur de l'exposant du dividende. 

Soit à diviser a® par a*, L'exposant 9 est la somme des nombres 4 et 
9 — 4 : donc, d'après ce qu'on vient de voir, a* est le produit de a* par 
a^~ *, Par suite, si l'on divise a® par a*, le quotient sera a* " *. On a donc 

{*) Il est utile aussi de remarquer que toute puissance de 10 est égale à l'unité suivie 
d'un nombre de zéros égal au degré de la puissance. 
Ainsi la sixième puissance de 10 est égale à Tunité suivie de six zéros, ou à 1000000. 
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86. Théorème III. Pour élever une puissance d'un nombre à une 
autre puissance, on multiplie l'exposant de la première par Veccposant 
de la seconde. 

Soit à élever a^ à la quatrième puissance. On a, par définition (82), 

(«3)4 = a3 X fl3 X a3 X a3, 
ou, d'après le premier théorème (84), 

ou (38) («3)4 = ^3X4 ^^12^ 



CHAPITRE VII 

e:x:tra-ction" des t*a.ciimes 

87. On nomme racine deuxième, troisième, quatrième... d'un nombre, 
un autre nombre qui, élevé à la deuxième, troisième, quatrième... 
puissance, reproduit le premier. 

La racine deuxième d'un nombre est, le plus souvent, appelée racine 
carrée, et la racine troisième est, le plus souvent, appelée racine cubique. 

Le degré de la puissance à laquelle il faut élever la racine d'un nombre 
pour reproduire ce nombre est dit le degré de la racine. 

Pour indiquer la racine d'un nombre, on écrit ce nombre sous le signe 
|/", appelé radical (*), puis, à la gauche de ce signe et un peu au-dessus, 
le degré de la racine. 

Le degré ainsi écrit se nomme indice. 

Ainsi, pour indiquer la racine carrée de 36, la racine cubique de 216, 
la racine quatrième de 1296, la racine cinquième de 7776, etc., on écrit : 

^^36 ou VW, 1^216; KÎ296; 1^7776; etc. 



{*) Le 8igne l/~a été employé pour la première fois par Christophe Rddolph, en 152S. 

\ 

7 'b' 



y 
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L'opération par laquelle on détermine les racines des nombres se 
nomme extraction des racines. 

L'extraction des racines est une première opération inverse de l'élé- 
vation aux puissances. 

88. Il n'existe pas toujours de nombre entier qui, élevé à une certaine 
puissance, reproduise un nombre entier donné. 

Ainsi, les carrés des nombres 7 et 8 étant 49 et 64, aucun nombre 
compris entre 49 et 64 ne peut être le carré d'un nombre entier. 

On cherche alors la racine deuxième, troisième, quatrième... de la plus 
grande puissance entière deuxième, troisième, quatrième... contenue 
dans le nombre donné. Cette racine est appelée entière, et l'excès du 
nombre sur la plus grande puissance entière qu'il renferme est appelé le 
reste de l'opération. 

Lorsqu'un nombre est exactement la puissance deuxième, troisième, 
quatrième... d'un autre nombre, on l'appelle puissance par/att« deuxième, 
troisième, quatrième... 

Ainsi le nombre 36 est un carré parfait, le nombre 125 un cube parfait, 
le nombre 32 une puissance cinquième parfaite. 

Extraction de la racine carrée. 

89. Lorsqu'un nombre est moindre que 100, sa racine carrée est 
moindre que 10, en sorte que, pour la connaître, il suffit de savoir par 
cœur les carrés des neuf premiers nombres 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

lesquels sont : 

t, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81. 

Soit, par exemple, à extraire la racine carrée de 55. 

Le nombre 55 étant plus grand que 49, qui est le carré de 7, mais 
moindre que 64, qui est le carré de 8, sa racine carrée entière est 7, et 
le reste de l'opération est 55 moins 49 ou 6. 
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90. Lorsqu'un nombre est plus grand que 100, sa racine carrée entière 
est au moins égale à 10 : elle se compose donc d'un chiffre des unités et 
d'un certain nombre de dizaines. 

Il s'ensuit qu'il faut d'abord faire connaître la composition du carré d'un 
nombre formé de dizaines et d'unités. 

Pour cela, nous établirons ce théorème général, que le carré de la 
^omme de deux nombres est égal au carré du 'premier, plus le double 
produit du premier par le second, plus le carré du second. 

Soit, par exemple, à faire le carré de la somme 5 + 7. 

Le carré d'un nombre étant le produit de ce nombre par lui-même, on a 

(5 + 7)2 = (5 + 7).{5 -i- 7), 

ou, en observant que, pour multiplier une somme par une somme, on 
multiplie chaque partie de la première par chaque partie de la seconde (41), 

(5 + 7)2 = 5.5 + 7.5 + 5.7 + 7.7. 

Mais 5.5 est le carré de 5, 7.5 est égal à 5.7 (42), et 7.7 est le carré 
de 7. Par conséquent, 

(5 + 7)2 = 52 + 2 fois 5.7 + 7», 

ce qu'il fallait démontrer (*). 

On conclut de là, en particulier, que le carré d'un nombre entier com- 
posé de dizaines et d'unités est égal au carré des dizaines, plus le double 
produit des dizaines par les unités, plus le carré des unités, 

91. Soit à extraire la racine carrée du nombre 7739. 

1° Ce nombre étant plus grand que 100, qui est le carré de 10, sa racine 
carrée renferme des dizaines et des unités. On peut donc regarder le 
nombre 7739 comme composé de quatre parties, qui sont : le carré des 

<*) On a, d'une manière générale, en représentant par a et 6 les deux nombres, 

(a + bfi- = o2 + 2a6 -f 62. 
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dizaines de la racine, le double produit des dizaines de la racine par les 
unités, le carré des unités, le reste, s'il y en a un. 

La première de ces quatre parties étant le carré 
d'un nombre de dizaines est un nombre de cen- 
taines, lesquelles sont toutes contenues dans les 
77 centaines du nombre proposé. 
D un autre côté, dans ces 77 centaines, il peut y 
lyn I avoir des centaines provenant de la somme des trois 

autres parties, ou du double produit des dizaines 
de la racine par les unités, du carré des unités, et du reste, s'il y en a un. 
Je dis néanmoins que la racine carrée entière 8 du nombre de cen- 
taines 77 contenu dans le nombre donné 7739 est le nombre e^act des 
dizaines de la racine de ce nombre. 
En effet, la racine carrée entière de 77 étant supposée égale à 8, on a 

82 < 77 < 92. 

La première inégalité n'exclut pas l'égalité, car le nombre des centaines 
pourrait êti»e un carré parfait; mais les deux derniers nombres diffèrent 
d'au moins une unité, sinon la racine carrée entière de 77 serait au moins 
égale à 9, et non à 8, ainsi qu'on l'a supposé. 

De ces inégalités, on déduit, en multipliant chaque nombre par 100, 

82.100 < 7700 < 92.100. 

Les deux derniers nombres diffèrent maintenant d'au moins une 
centaine. Si donc on ajoute au nombre 7700 le nombre 39, qui est 
moindre qu'une centaine, la seconde inégalité subsistera encore, et à plus 
forte raison la première. On aura ainsi : 

82.100 < 7739 < 92.100, 

ou 

802 <^ 7739 <. 902. 

Le nombre 7739 est donc plus grand que le carré de 8 dizaines, mais 
moindre que le carré de 9 dizaines : donc 8 est le nombre des dizaines 
de la racine carrée entière de ce nombre. 
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2** Le nombre des dizaines de la racine carrée entière du nombre 
7739 étant 8, il s'ensuit que ce nombre peut être considéré comme 
composé de quatre parties, qui sont : le carré dea 8 dizaines de sa racine, 
le double produit de ces 8 dizaines par les unités, le carré des unités et 
le reste. Si donc du nombre 7739 on retranche le carré 64 centaines des 
S dizaines de sa racine, le reste 13 centaines et 39 unités ou 1339 con- 
tiendra encore trois parties, qui sont : le double produit des 8 dizaines de 
la racine par les unités, le carré des unités et le reste. 

La première de ces trois parties, ou le double produit des 8 dizaines de 
la racine par les unités, est un nombre de dizaines, lesquelles sont toutes 
contenues dans les 133 dizaines du reste 1339. Mais, dans ces 133 dizaines 
du reste, il peut y avoir aussi des dizaines provenant de la somme des 
deux autres parties. Si donc on divise 133 par le double 16 du nombre 8 
des dizaines de la racine, le quotient entier 8 sera le chiffre exact des 
unités de la racine ou un chiffre trop fort. 

Pour essayer le chiffre 8, on peut l'écrire à la droite du chiffre 8 des 
dizaines de la racine, faire le carré du nombre 88 ainsi formé, et voir si 
ce carré ne surpasse pas 7739. Mais, puisqu'on a déjà retranché de 7739 
Je carré de 8 dizaines, ce qui a donné le reste 1339, il est plus simple de 
former la somme des deux autres parties du carré de 88, et de voir si cette 
somme ne surpasse pas 1339. Il suffit, pour cela, d'écrire le chiffre 8 des 
unités à la droite du double 16 des dizaines de la racine, et de faire le 
produit par 8 du nombre 168 ainsi formé : car ce produit de 168 par 8 
contiendra le produit de 8 par 8 ou le carré des unités de la racine, et le 
produit de 16 dizaines par 8 ou le double produit des dizaines de la 
racine par les unités. Le produit de 168 par 8 est 1344, nombre qui 
surpasse le reste 1339 : donc le chiffre 8 est trop fort. 

Pour essayer le chiffre 7, on multiplie 167 par 7 : le produit est 1169, 
nombre moindre que le reste 1339 : donc 7 est le chiffre des unités de 
la racine, et, par suite, 87 est la racine carrée entière du nombre 7739. 
Le reste ou l'excès de 7739 sur le carré de 87 est d'ailleurs égal à 1339 
moins 1169 ou à 170. 
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92 Soit encore à extraire la racine carrée du nombre 98765432. 

1* Ce nombre étant plus grand que 100, qui est le carré de 10, sa 
racine carrée renferme des dizaines et des unités. On démontrera, comme 
dans l'exemple précédent, qu'^n extrayant la racine carrée entière du 
nombre de centaines 987654 contenu dans le nombre donné, on aura le 
nombre exact des dizaines de la racine de ce nombre. 

On est donc conduit à extraire la racine carrée entière du nombre 
987654, qui a deux chiffres de moins que le nombre proposé. Or, le 
nombre 987654 étant lui-même plus grand que 100, sa racine carrée se 
compose aussi de dizaines et d'unités. On fera voir, comme précédem- 
ment, que le nombre des dizaines de cette racine est la racine carrée 
entière du nombre de centaines 9876 contenu dans 987654. 

On est donc conduit à extraire la racine carrée entière du nombre 9876, 
qui a deux chiffres de moins que le nombre 987654. Or, le nombre 9876 
étant encore plus grand que 100, sa racine carrée se compose aussi de 
dizaines et d'unités. On fera voir, comme précédemment, que le nombre 
des dizaines de cette racine est la racine carrée entière du nombre de 
centaines 98 contenu dans 9876. 



98.76.54.32 I 9938 



On est donc conduit à extraire 
la racine carrée entière du nom- 
bre 98, qui a deux chiffres de 
moins que le nombre 9876. Or, 
le nombre 98 étant moindre que 
100, sa racine carrée n'a qu'un 
chiffre. Le plus grand carré 
contenu dans 98 est 81, dont 
la racine carrée est 9 : donc 9 
est le chiffre des dizaines de la 
racine carrée du nombre 9876. 

2° Si, du nombre 9876, on retranche le carré 81 centaines des 9 dizaines 
de la racine, on trouve pour reste 17 centaines et 76 unités ou 1776. On 
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démontrera, comme dans le premier exemple, quen divisant le nombre 177 
des dizaines de ce reste par le double 18 des 9 dizaines de la racine, on 
aura un quotient entier 9 égal ou supérieur au chiffre des unités de la 
racine du nombre 9876. 

Pour essayer le chiffre 9, on l'écrit à la droite du double 18 des dizaines 
de la racine, et on multiplie par 9 le nombre 189 ainsi formé. Le produit 
est 1701, nombre moindre que le reste 1776 : donc 9 est le chiffre des 
unités de la racine, et, par suite, 99 est la racine carrée entière du 
nombre 9876. Le reste ou l'excès de 9876 sur le carré de 99 est d'ailleurs 
égal à 1776 moins 1701 ou à 75. 

La racine carrée entière de 9876 étant 99 et le reste 75, 99 est le 
nombre des dizaines de la racine du nombre 987654, et le reste est 
7554. On fera voir, comme précédemment, qnen divisant le nombre 755 
des dizaines de ce reste par le double 198 des 99 dizaines de la racine Ç),. 
on aura un quotient entier 3 égal ou supérieur au chiffre des unités de la 
racine du nombre 987654. 

Pour essayer le chiffre 3, on l'écrit à la droite du double 198 des 
dizaines de la racine, et on multiplie par 3 le nombre 1983 ainsi formé. 
Le produit est 5949, nombre moindre que le reste 7554 : donc 3 est le 
chiffre des unités de la racine, et, par suite, 993 est la racine carrée 
entière du nombre 987654. Le reste ou l'excès de 987654 sur le carré 
de 993 est d'ailleurs égal à 7554 moins 5949 ou à 1605. 

La racine carrée entière de 987654 étant 993 et le reste 1605, 993 
est le nombre des dizaines de la racine du nombre 98765432, et le 
reste est 160532. On fera voir, comme précédemment, quen divisant le 
nombre 16053 des dizaines de ce reste par le double 1986 des 993 
dizaines de la racine, on aura un quotient entier 8 égal ou supérieur au 
chiffre des unités de la racine du nombre 98765432. 

Pour essayer le chiffre 8, on l'écrit à la droite du double 1986 des 
dizaines de la racine, et on multiplie par 8 le nombre 19868 ainsi formé. 



n Pour former le double 498 de 99, il suffit d'augmenter le nombre 489, précédemment 
formé, du chiffre 9 de ses unités. 
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Le produit est 188944, nombre moindre que le reste 160532 : donc 8 est 
le chiffre des unités de la racine, et, par suite, 9938 est la racine carrée 
entière du nombre 98765432. Le reste ou l'excès de 98765432 sur le 
carré de 9938 est d'ailleurs égal à 160532 moins 188944 ou à 1588. 

93. On déduit, des raisonnements qui précèdent, la règle suivante : 

Pour extraire la racine carrée d'un nombre entier , on partage ce nombre 
en tranches de deux chiffres à partir de la droite, la première tranche à 
gauche pouvant n'avoir qu'un seul chiffre : le nombre des tranches est égal 
au nombre des chiffres de la racine. 

On extrait la racine carrée entière du nombre formé par la pretnière 
tranche à gauche, et on a ainsi le premier chiffre à gauche de la racine. 

On soustrait le carré de ce chiffre de la première tranche et oh abaisse 
à la droite du reste la tranche suivante; on sépare le dernier chiffre à droite 
du nombre ainsi formé, et on divise la partie à gauche par le double 
du chiffre déjà trouvé à la racine : le quotient entier est le second chiffre 
de la racine ou un nombre trop grand. Pour Ve^sayer, on l'écrit à la 
droite du double du premier chiffre de la racine, et on multiplie le 
nombre ainsi formé par le chiffre essayé. Si le produit peut être soustrait 
du nombre qu'on a obtenu en abaissant la sexonde tranche, le chiffre 
essayé est exact. Sinon, on essaie de la même manière le chiffre inférieur 
d'une unité, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait trouvé le chiffre exact. 

Quand on a trouvé le second chiffre de la racine, on abaisse à la droite du 
nouveau reste la troisième tranche; on sépare le dernier chiffre à droite 
du nombre ainsi formé, et on divise la partie à gauche par le double 
du nombre exprimé par les deux premiers chiffres de la racine : le quotient 
entier est le troisième chiffre de la racine ou un nombre trop grand. On 
le vérifie comme le second chiffre. 

On continue ainsi jusqu'à ce qu'on ait déterminé tous les chiffres de 
la racine. 

Il peut arriver, dans l'application de cette règle, que le quotient 
entier d'une division soit plus grand que 9 : on commence, dans ce cas, 
les essais par le chiffre 9. 
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Il peut arriver aussi que le quotient entier d'une division soit : on 
écrit alors à la racine; puis, ayant abaissé une nouvelle tranche, on 
continue l'opération de la même manière. 

94. Afin de familiariser le lecteur avec l'emploi de la règle précédente, 
nous l'appliquerons encore à l'extraction de la racine carrée du nombre 
396044901467806. 
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35900430 

La racine carrée est 19900876 et le reste 35900430. 

96. Le re^te obtenu eii extrayant la racine carrée entière d'un nombre 
entier ne peut surpasser le double de la racine. 

En effet, supposons que la racine carrée entière d'un nombre entier 

soit a. Le nombre est égal au carré de sa racine, plus le reste. Si donc ce 

reste pouvait surpasser le double de la racine, le nombre serait au moins 

égal à 

a« -f- 2a + 1, 

ou au carré de a + 1. Dès lors, la racine carrée entière du nombre ne 

serait pas a, mais au moins a + 1, ce qui est contre l'hypothèse. 

5 
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96. Pour faire la preuve de lextraction de la racine carrée entière d*un 
nombre entier, on s'assure d'abord si le reste de l'opération ne surpasse 
pas le double de la racine. On fait ensuite le carré de la racine, et on 
l'ajoute au reste : la somme obtenue doit être égale au nombre donné (*). 

Extraction de la racine cubique. 

97. Lorsqu'un nombre est moindre que 1000, sa racine cubique est 
moindre que 10, en sorte que, pour la connaître, il suffit de savoir par 
cœur les cubes dM neuf premiers nombres 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 

lesquels sont : 

1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729. 

Soit, par exemple, à extraire la racine cubique de 625. 

Le nombre 625 étant plus grand que 512, qui est le cube de 8, mais 
moindre que 729, qui est le cube de 9, sa racine cubique entière est 8, et 
le reste de l'opération est 625 moins 512 ou 113. 

98. Lorsqu'un nombre est plus grand que 1000, sa racine cubique 
entière est au moins égale à 10 : elle se compose donc d'un chiffre des 
unités et d'un certain nombre de dizaines. 

Il s'ensuit qu'il faut d'abord faire connaître la composition du cube 
d'un nombre formé de dizaines et d'unités. 

Pour cela, nous établirons ce théorème général, que le cube de la 
somme de- deux nombres est égal au cube du premier, plus le triple pro- 
duit du carré du premier par le second, plus le triple produit du premier 
par le carré du second, plus le cube du second. 



{*) Il peut être ulile de remarquer : 

i« Que le carré d'un nombre terminé par 1,2. 3... zéros, est terminé par 2, 4, 6... zéros; 
2» Qu'un nombre terminé par 2, 3, 7. 8. ne pevt être un carré parfait; 
3o Que le chiffre des dizaines d'un nombre carré est pair, excepté lorsque ce carré est 
terminé par 6; 
40 Que le carré d'un nombre terminé par S est terminé par 025, 225 ou 625; 
50 Que le chiffre unique (153) d'un nombre carré est 1, 4, 7 ou 9. 
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Soit, par exemple, à faire le cube de la somme 5 + 7. 
Le cube d'un nombre étant le produit de trois facteurs égaux à ce 
nombre, on a successivement (41) : 

(5 + 7)3 ='(5 + 7).{5 + 7).{5 + 7) 

= (5.5 + 7.5 + 5.7 + 7.7). (5 + 7) 

= 5.5.5 + 7.5.5 + 5.7.5 + 7.7.5 + 5.5.7 + 7.5.7 + 5.7.7 + 7.7.7 
= 53 + 3 fois 52.7 + 3 fois 5.72 + 73 (•). 

On conclut de là, en particulier, que le cube d'un nombre entier composé 
de dizaines et d'unités e^t égal au cube des dizaines, plus le triple produit 
du carré des dizaines par les unités , plus le triple produit des dizaines par 
le carré des unités ^ plus le cube des unités. 

99. Soit à extraire la racine cubique du nombre 97531. 

1° Ce nombre étant plus grand que 1000, qui est le cube de 10, sa 
racine cubique renferme des dizaines et des unités. On peut donc regarder 
le nombre 97531 comme composé de cinq parties, qui sont : le cube 
des dizaines de la racine, le triple produit du carré des dizaines par les 
unités, le triple produit des dizaines par le carré des unités, le cube des 
unités, et le reste, s'il y en a un. 

La première de ces cinq parties étant le 
cube d'un nombre de dizaines, est un nombre 
de mille, lesquels sont tous contenus dans 
les 97 mille du nombre proposé. 

D'un autre côté, dans ces 97 mille, il peut 
y avoir des mille provenant de la somme 
des quatre autres parties, ou du triple pro- 
duit du carré des dizaines de la racine par 
les unités, du triple produit des dizaines par 
le carré des unités, du cube dîes unités, et du reste, s'il y en a un. 



(*) On a, d'une manière générale, en représentant par a et 6 les deux nombres, 

(o -j- 6)3 = o3 -j- 3rt26 H- 3a62 -j- 63. 
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Je dis néanmoins que la racine cubique entière 4 du nombre de mille 91 
contenu dans le nombre donné 97531 e^t le nombre exact des dizaines de 
la racine de ce nombre. 

En effet, la racine cubique entière de 97 étant supposée égale à 4, on a 

4^ < 97 < f)3. 

La première inégalité n'exclut pas l'égalité, car le nombre des mille 
pourrait. être un cube parfait; mais les deux derniers nombres diffèrent 
d'aw mot»* une unité, sinon la racine cubique entière de 97 serait au 
moins égale à 5, et non à 4, ainsi qu'on l'a supposé. 

De ces inégalités on déduit, en multipliant chaque nombre par 1000, 

4». 1000 < 97000 < 5^ 1000. 

Les deux derniers nombres diffèrent maintenant A'au moins un mille. 

Si donc on ajoute au nombre 97000 le nombre 831, qui est moindre 
qu'un mille, la seconde inégalité subsistera encore, et à plus forte raison 

la première. On aura ainsi : 

4^ 1000 < 97 531 < 5^ 1000, ou 40^ < 97531 < 50^ 

Le nombre 97531 est donc plus grand que le cube de 4 dizaines, mais 
moindre que le cube de 5 dizaines : donc 4 est le nombre des dizaines 
de la racine cubique entière de ce nombre. 

2** Le nombre des dizaines de la racine cubique entière du nombre 
97531 étant 4, il s'ensuit que ce nombre peut être considéré comme com- 
posé de cinq parties, qui sont : le cube des 4 dizaines de sa racine, le 
triple produit du carré de ces 4 dizaines par les unités, le triple produit 
de ces 4 dizaines par le carré des unités, le cube des unités et le reste. 
Si donc du nombre 97531 on retranche le cube 61 mille des 4 dizaines 
de sa racine, le reste 33531 contiendra encore quatre parties, qui sont : 
le triple produit du carré des 4 dizaines par les unités, le triple produit 
des 4 dizaines par le carré des unités, le cube des unités et le reste. 

La première de ces quatre parties, ou le triple produit du carré des 
4 dizaines par les unités, est un nombre de centaines, lesquelles sont 
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toutes contenues dans les 335 centaines du reste 33531. Mais, dans ces 
335 centaines du reste, il peut y avoir aussi des centaines provenant de 
la somme des trois autres parties. Si donc on divise 335 par le triple 
carré AS du nombre 4 des dizaines de la racine, le quotient entier 6 sera le 
chiffre exact des unités de la racine ou un chiffre trop fort. 

Pour essayer le chiffre 6, on peut l'écrire à la droite dii chiffre 4 des 
dizaines de la racine, faire le cube du nombre 46 ainsi formé, et voir si ce 
cube ne surpasse pas 97531. Le cube de 46 est 97336, nombre moindre 
que 97531 : donc 46 est la racine cubique entière du nombre 97531. Le 
reste de l'opération est d'ailleurs égal à 97531 moins 97336 ou à 195. 

100. On peut, si l'on veut, se dispenser de former le cube du nombre 46. 
Car, puisqu'on a déjà retranché de 97531 le cube de 4 dizaines, ce qui a 
donné le reste 33531, il suffit de former la somme des trois autres parties 
du cube de 46, et de voir si cette somme ne surpasse pas 33531. 

Le triple carré des 4 dizaines de la racine étant 
48 centaines, le triple produit du carré des 4 dizaines 
par 6 unités est égal à 4800 X 6. 

De même, le triple produit de 4 dizaines par 

6 unités étant 72 dizaines, le triple produit de 4 

dizaines par le carré de 6 unités est égal à 720 X 6. 

Enfin, le carré de 6 unités étant 36 unités, le cube 

de 6 unités est égal à 36 X 6. 

La somme de ces trois parties du cube de 46 est 
donc égale à (4800 + 720 + 36) X 6 ou à 5556 X 6 ou à 33336 f). 
Ce produit 33336 est moindre que le reste 33531 : donc 6 est le chiffre 
des unités de la racine, et, par suite, 46 est la racine cubique entière du 
nombre 97531. Le reste ou l'excès de 97531 sur le cube de 46 est 
d'ailleurs égal à 33531 moins 33336 ou à 195. 
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(*) L'emploi des notations algébriques simplifie celte démonstration. On a, en effet, en 
désignant par a les dizaines et par b les unités de la racine, 

3o26 + 3a62 -j-63 = (3a2 + 3o6 -f 62) X 6. 
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101. Soit encore à extraire la racine cubique du nombre 416340875. 

1° Ce nombre étant plus grand que 1000, qui est le cube de 10, sa 
racine cubique renferme des dizaines et des unités. On démontrera, 
comme dans l'exemple précédent, quV?i extrayant la racine cubique entière 
du nombre de mille 416340 contenu dans le nombre donné, on aura le 
nombre exact des dizaines de la racine de ce nombre. 

On est donc conduit à extraire la racine cubique entière du nombre 
416340, qui a trois chiffres de moins que le nombre proposé. Or, le 
nombre 416340 étant lui-même plus grand que 1000, sa racine cubique 
se compose aussi de dizaines et d'unités. On fera voir, comme précédem- 
ment, que le nombre des dizaines de cette racine est la racine cubique 
entière du nombre de mille 416 contenu dans 416340. 

On est donc conduit à extraire la racine cubique entière de 416, qui a 
trois chiffres de moins que le nombre 416340. Or, le nombre 416 étant 
moindre que 1000, sa racine cubique n'a qu'un seul chiffre. Le plus 
grand cube contenu dans 416 est 343, dont la racine cubique est 7 : donc 
7 est le chiffre des dizaines de la racine cubique du nombre 416340. 



4 1 6.34 08 7 5 
343 
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73 = 343 



147 



72 X 3 = 147 
743 = 405224 



4 1 6 3 4 0.8 7 5 

4 5 2 2^ I 742 X 3 = 16428 

11 riTs^i 16428 ! 746^ = 415160936 

I 6 
41 6340875 
4 15 16 9 3 6 

1 1 79939 

2" Si, du nombre 416340, on retranche le cube 343 mille des 7 dizaines 
de la racine, on trouve pour reste 73340. On démontrera, comme dans le 
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premier exemple, qxim divisant le nombre 733 des centaines de ce reste 
par le triple carréiil des 7 dizaines de la racine, on aura un quotient entier 4 
égal ou supérieur au chiffre des unités de la racine du nombre 416340. 
Pour essayer le chiffre 4, on peut l'écrire à la droite du chiffre" 7 des 
dizaines de la racine, faire le cube du nombre 74 ainsi formé, et voir si 
-ce cube ne surpasse pas 416340. Le cube de 74 est 405224, nombre 
moindre que 416340 : donc 74 est la racine cubique entière du nombre 
416340, et le reste est 416340 moins 405224 ou 11116. 

La racine cubique entière de 416 340 étant 74 et le reste 11116, 74 est 
le nombre des dizaines de la racine du nombre 416340875, et le reste 
est 11116875. On fera voir encore qn^en divisant le nombre 111168 des 
centaines de ce reste par le triple carr^* 16428 des 74 dizaines de la 
racine, on aura un quotient entier 6 égal ou supérieur au chiffre des 
unités de la racine du nombre 416340875. 

Pour essayer le chiffre 6, on peut l'écrire à la droite du nombre 74 des 
dizaines de la racine, faire le cube du nombre 746 ainsi formé, et voir si 
ce cube ne surpasse pas 416340875. Le cube de 746 est 415160936, 
nombre moindre que 416340875 : donc 746 est la racine cubique entière 
du nombre 416340875, et le reste est 416340875 moins 415160936 
ou 1179939. 

*102. On peut, si l'on veut, abréger les calculs précédents. 

En effet, pour essayer le chiffre 4 de la racine du nombre 416340, on 
peut, comnie il a été dit (100), ajouter ensemble le triple carré 14700 des 
7 dizaines de la racine, le triple produit 840 de 7 dizaines par 4 unités, 

4 1 6.3 4 0.8 7 5 
343 



7 3 3.4 


62224 


i m 6 8.7 5 


9936936 



11 79939 




14700 
1680 
48 



1642800 
13320 
36 

16S6156 
6 

9936936 
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et le carré 16 de 4 unités, puis multiplier la somme obtenue 15556 par 
4 unités. Le produit est 62224, nombre moindre que le reste 73340 : 
donc 4 est le chiffre des unités de la racine, et, par suite, 74 est la racine 
cubique entière du nombre 416340. Le reste ou Texcès de 416340 sur 
le cube de 74 est d'ailleurs égal à 73340 moins 62224 ou à 11116. 

La racine cubique entière de 416340 étant 74 et le reste 11116, 7+ 
est le nombre des dizaines de la racine du nombre 416340875, et le 
reste est 11116875. Si Ton divise le nombre 111168 des centaines de 
ce reste par le triple carré du nombre 74 des dizaines de la racine, le 
quotient entier sera égal ou supérieur au chiffre des unités de la racine 
du nombre 416340875. 

Pour obtenir rapidement le tiiple carré de 74, on observera que 
les trois nombres 14700, 840 et 16, formés précédemment, représentent 
respectivement le triple carré de 7 dizaines, le triple produit de 7 dizaines 
par 4 unités et le carré de 4 unités. Si donc au premier 14700 de ces 
nombres on ajoute le double 1680 du second et le triple 48 du troisième, la 
somme 16428 sera égale à trois fois le carré de 7 dizaines, plus 6 fois 
le produit de 7 dizaines par 4 unités, plus trois fois le carré de 4 unités, 
c'est-à-dire à trois fois le carré de 7 dizaines plus 4 unités, ou au triple 
carré de 74 (*). 

Divisant donc 111168 par 16428, on trouve pour quotient entier 6. 

Pour essayer ce chiffre 6, on ajoute ensemble le triple carré 1642800 
des 74 dizaines de la racine, le triple produit 13320 de 74 dizaines par 
6 unités, et le carré 36 de 6 unités; puis on multiplie la somme obtenue 
1 656156 par 6 unités. Le produit est 9936936, nombre moindre que le 
reste 11 116875 : donc 6 est le chiffre des unités de la racine, et, par suite, 
746 est la racine cubique entière du nombre 416340875. Le reste ou 
rexcès de 416340875 sur le cube de 746 est d'ailleurs égal à 11 J 16875- 
moins 9936936 ou à 1179939. 



{*} On a, en employant les notations algébriques. 

3(o 4- 6)2 = 3(a2 4- 2a6 + 62) = 3a2 -|- Qab -f- 362 = 3a2.i -f 3a6.2 -j- 62.3. 
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108. On déduit, des raisonnements qui précèdent, ]a règle suivante : 

Pour extraire la racine cubique entière d'un nombre entier, on partage 
ce nombre en tranches de trois chiffres à partir de la droite, la première 
tranche à gauche pouvant n'avoir qu'un ou deux chiffres : le nombre des 
tranches est égal au nombre des chiffres de la racine. 

On extrait la racine cubique entière du nombre formé par la première 
tranche à gauche et on a ainsi le premier chiffre à gauche de la racine. 

On soustrait le cube de ce chiffre de la première tranche et on abaisse 
à la droite du reste le premier chiffre de la tranche suivante; on divise le 
nombre ainsi obtenu par le triple carré du chiffre déjà trouvé à la racine : 
le quotient entier est le second chiffre delà racine ou un nombre trop grand. 
Pour l'essayer, on l'écrit à la droite du premier chiffre de la racine, et on 
{ait le cube du nombre ainsi obtenu. Si ce cube peut être soustrait du nombre 
formé par les deux premièi^es tranches à gauche du nombre donné, le chiffre 
essayé est exact. Sinon, on essaie de la même manière le chiffre inférieur 
d!une unité, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait trouvé le chiffre exact. 

Qmnd on a trouvé le second chiffre de la racine, on abaisse à la droite 
du nouveau reste le premier chiffre de la troisième tranche; on divise le 
nombre ainsi obtenu par le triple carré du nombre formé par les deux 
premiers chiffres de la racine: le quotient entier est le troisième chiffre de 
la racine ou un nombre trop grand. On le vérifie comme le second chiffre. 

On continue ainsi jusqu'à ce qu'on ait déterm inétous les chiffres de la racine , 

104. Afin de familiariser le lecteur avec l'emploi de la règle précé- 
dente, nous l'appliquerons encore à l'extraction de la racine cubique 
entière du nombre 25000000000000000. 



25.0 0.0 0.0 0.0 0.0 

8 

17.0| 12 



i U 9 

2 5.0 
24389 

61 1 



292401 

23 = 8 



22 X 3 = 12 
29» = 24389 
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6 1 1.0 



2523 



292 X 3 = 2523 
292» = 24897088 



^5 00 0.0 
^4897088 



2922 X 3 = 255792 
29243 ^ 24999545024 



1 29 1 2.0 



255792 



2500000 0.0 00 
24999545024 



29242 X 3 = 25649328 
292402 X 3 = 2564932800 
2924013= 24999801518157201 



4 5 4 9 7 6.0 



25649328 



45497600 0.0 2564932800 



1 

2500000000 00 0.0 00 
2499980 1518157 201 

1 98481 842799 

La racine cubique est 292401 et le reste 198481 842799. 

*105. Lorequ'on tient compte des simplifications indiquées (100 et 102), 
la règle de l'extraction de la racine cubique peut être modifiée comme il suit : 

Pour extraire la racine cubique entière d'un nombre entier, on partage 
ce nombre en tranches de trois chiffres à partir de la droite. 

On extrait la racine cubique entière du nombre formé par la première 
tranche à gauche et on a ainsi le premier chiffre à gauche de la racine. 

On soustrait le cube de ce chiffre de la première tranche et on abaisse à 
la droite du reste la tranche suivante; on sépare les deux derniers chiffres à 
droite du nombre ainsi formé, et on divise la partie à gauche par le triple 
carrédu chiffre déjà trouvé à la racine: le quotient entier est le second chiffre 
de la racine ou un nombre trop grand. Pour Vessayer, on forme : 1* le triple 
carré, suivi dedeuxzéros, dupremier chiffre de la racine ; 2° le triple produit, 
suivi d'un zéro, du premier chiffre de la racine par le second ; 3° le carré du 
second chiffre. On fait la somme de ces trois nombres, et on multiplie cette 
sommepar le second chiffre. Si leproduitpeut être soustrait du nombre qu'on 
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a obtenu en abaissant la seconde tranche, le chiffre essayé est exact. Sinon, 
m essaie de la même manière le chiffre inférieur d'une unité, et ainsi 
de suite, jusquà ce qu'on ait trouvé le chiffre exact. 

Quand on a trouvé le second chiffre de la racine, on abaisse à la droite du 
nouveau reste la troisième tranche; on sépare les deu^ derniers chiffres à 
droite du nombre ainsi formé, et on divise lapartie à gauche par la somme des 
trois nombres formés précédemment, multipliés respectivement par 1,2,3: 
le quotient entier est le. troisième chiffre de la racine ou un nombre trop 
grand. On le vérifie comme le second chiffre. 

On con tinue ainsi jusquà ce quon ait déterminé tous les chiffres de la racine. 

*106. Appliquons aussi cette nouvelle règle à l'extraction de la racine 
cubique entière du nombre 25000000000. 



2 5.0 0.0 0.0 

8 



2924 



n 0.0 

U389 



611 0.0 
S08088 



10291 20.00 
10245 7024 

454976 




1200 252300 252300 25579200 

1080 1740 3480 35040 

243 4 12 16 



2523 254044 1 255792 25614256 

2 4 



508088 



102457024 



La racine cubique est 2924 et le reste 454976. 

107. Le reste obtenu en extrayant la racine cubique entière d'un 
nombre entier ne peut surpasser le triple carré plus le triple de la racine. 

En effet, supposons que la racine cubique entière d'un nombre entier 

soit a. Le nombre est égal au cube de sa racine, plus le reste. Si donc ce 

reste pouvait surpasser le triple carré plus le triple de la racine, le nombre 

serait au moins égal à 

«3 + 3a3 + 3fl + 1, 

ou au cube de a + 1. Dès lore, la racine cubique entière du nombre ne 
serait pas a, mais au moins a + 1, ce qui est contre l'hypothèse. 
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108. Pour faire la preuve de Texlraction de la racine cubique entière 
d'un nombre entier, on s'assure d'abord si le reste de l'opération ne sur- 
passe pas le triple carré plus le triple de la racine. On fait ensuite le cube 
de cette racine, et on l'ajoute au reste : la somme obtenue doit être égale 
au nombre donné (*). 

Extraction d'une racine de degré quelconque. 

*109. En raisonnant comme on l'a fait pour la racine carrée et la 
racine cubique, on arrive facilement à extraire une racine de degré quel- 
conque d'un nombre entier. 

On trouve, en effet, que la n* puissance d'un nombre composé de 
dizaines et d'unités est égale à la n* puissance des dizaines, plu^ n fois 
le produit de la (n — 1)* puissance des dizaines par les unités, plus 
une suite d'autres termes i**). 

Cette proposition conduit à la règle suivante : 

Pour extraire la racine n* d'un nombre entier y on partage ce nombre 
en tranches de n chiffres, à partir de la droite. 

On extrait la racine n® du nombre formé par la première tranche à 
gauche et on a ainsi le premier chiffre à gauche de la racine. 

On soustrait la n® puissance de ce chiffre de la première tranche et 
on abaisse à la droite du reste le premier chiffre de la tranche suivante; 
on divise le nombre ainsi obtenu par n fois la (n — 1)® puissance du 
premier chiffre de la racine : le quotient entier est le second chiffre de 
la racine ou un nombre trop grand. Pour l'essayer, on l'écrit à la droite 
du premier chiffre de la racine, et on fait la n* puissance du nombre ainsi 



{*) Il peut être utile de remarquer : 

40 Que le cube d'un nombre terminé par 1, 2, 3... zéros, est terminé par 3, 6, 9... zéros; 

2o Que, si un cube est terminé par 6, le chiffre de ses dizaines est impair; 

30 Que, si un cube est terminé par 4 ou par 8, le chiffre de ses dizaines est pair; 

40 Que le cube d'un nombre terminé par 5, est terminé par 123, 375, 625 ou 875; 

5<> Que le chiffre unique (153) d'un cube e«n, 8 ou 9. 

(*•) On a 

(a-f-6)4 = o4-f4a36 + ..., (o + 6)5 = o5 + 5o46 + ..., (a-f 6}6 = a6 + 6a56-|-...,elc., 

et, en général, 

(a + b)n=: o^ + nan-'ib + ... 
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obtenu. Si cette puissance peut être soustraite du nombre formé par les 
deux premières tranches à gauche du nombre donné, le chiffre essayé est 
exact. Sinon, on essaie de la même manière le chiffre inférieur d'une 
unité, et ainsi de suite, jusqu'à ce quon ait trouvé le chiffre exact. 

Quand on a trouvé le second chiffre de la racine, on abaisse à la droite 
du nouveau reste le premier chiffre de la troisième tranche; on divise le 
nombre ainsi obtenu par n fois la (n — 1)® puissance du nombre formé 
par les deux premiers chiffres de la racine : le quotient entier est le troi- 
sième chiffre de la racine ou un nombre trop grand. On le vérifie comme 
le second chiffre. 

On continua ainsi jusqu'à ce qu'on ait déterminé tov^ les chiffres 
de la racine (*). 

On trouve, -par exemple, que la racine cinquième du nombre 
205891 132094649 est 729 et le reste 0. 



20S8 9.H 3 2 0.9 4649 
16807 



37 8 2.1 



1200S 



;5 2 

2058 9.1 1320 
193491 7632 



12399368 8.9 



134369280 



9 



20S8 9.H 3 2 0.9464 9 
208891 1 32094649 



729 



7« = 16807 



7* X 5 = 12005 
73» = 2073071593 
72» = 1934917632 



72* X 5 = 134369280 
729» = 205891132094649 



n II peut être u(ile de remarquer : 

!• Que la quatriime puinanee d'un nombre, non terminé par ni par 8, e$t terminée 

par 1 ou par 6; 

S» Qoe la quatrième puiêianee d'un nombre terminé par 8. eit terminée par 0628; 

3« Qne te cinquième puittanee d'un nombre e$t terminée par le mime chiffre que ee 
nombre. 
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Cas où le degré de la racine est un produit de plusieurs nombres, 

'110. Soit proposé d'extraire la racine trentième du nombre entier N 
Le degré 30 de la racine étant le produit des nombres 2, 3, 5, on 
extraira la racine carrée entière de N : soit a cette racine; puis la racine 
cubique entière de a : soit h cette racine; puis la racine cinquième entière 
de b : soit c cette racine. Je dis que c est la racine trentième entière du 
nombre N. 

En effet, la racine carrée entière de N étant a, N est égal ou supérieur 
à «2^ et N -f- 1 est égal ou inférieur à (a + l)^. De même, a est égal ou 
supérieur à ^^, et a + 1 est égal ou inférieur k (b + if. De même, b est 
égal ou supérieur à c^, et ^ + 1 est égal ou inférieur à (c + 1)^. On a donc 

N ^ a3, . N + 1 ^ (fl + 1)2, 
a^b\ a -h 1 ^. {b + l)», 

b^c^, b + \^{c + 1)5, 

d'où, en élevant les secondes et les troisièmes inégalités respectivement â 
la deuxième et à la sixième puissance, 

N ^ a2, N + 1 ^ (a -f 1)2, 

«2 ^ fte, (a + 1)2 ^ (fr + 1)6, 

b^ ^ c3o, {b + 1)« ^(c + 1)30, 

d'où, en ajoutant, 

N ^ c^\ N + 1 ^ (c + 1)30, 

ou 

C30 ^ N < (c + 1)30. 

Le nombre N est donc égal ou supérieur à c^o, mais il est moindre 
que (c + 1)30 : (Jq^c c est la racine trentième entière de N. 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour extraire une racine entière d'un nombre entier, dans le cas oii le 
degré de cette racine est le produit de plusieurs nombres, on extrait div 
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nombre donné une racine de degré égal au premier facteur; puis, de la 
racine entière trouvée, une racine de degré égal au second facteur, et ainsi 
de suite : la dernière racine entière obtenue est la racine entière du 
nombre donné. 

II suit de là qu'on peut, par de simples extractions de racines carrées 
ou cubiques, trouver les racines quatrième, sixième, huitième, neuvième,, 
douzième, seizième, dix-huitième, etc., des nombres entiers. 

Soit proposé, par exemple, d'extraire la racine douzième entière de 618 847. 

Le degré 12 de la racine étant le produit des nombres 2, 2, 3, on extrait 
la racine carrée entière de 618847, laquelle est 786; puis la racine carrée 
entière de 786, laquelle est 28; puis la racine cubique entière de 28, 
laquelle est 3 : 3 est la racine douzième entière du nombre 618847. 



CHAPITRE VIII 

REOHJEI^CnE IDE L»E3:i»OS A.1SI T 

111. Leocponentation est une opération qui a pour but de chercher 
combien de fois un nombre donné, nommé base, est facteur d'un autre 
nombre donné. 

Exponenter 64 par 4, par exemple, c'est chercher combien de fois 4 
est facteur de 64. 

On indique Texponentation par le signe -^, que Ton énonce exponenté 
par. Ainsi 64 -v- 4 = 3 se lit : 64 exponenté par 4 égale 3. 

112. Il est évident que le nombre cherché est le degré de la puissance 
à laquelle il faut élever la base pour avoir le nombre donné. 

L'exponentation est donc une deuxième opération inverse de l'élévation 
aux puissances (82), et on peut encore la définir : l'opération par laquelle, 
connaissant un nombre, nommé base ou racine, et une puissance de ce 
nombre, on cherche le degré de cette puissance. 

De là vient le nom d'exponentation, ou recherche de Vexposant, donné à 
! cette opération . 
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*118. Soit proposé, par exemple, d'exponenter 24137569 par 17. 

On divisera 24137869 par 17, puis le quotient obtenu par 17, le 
nouveau quotient encore par 17, et ainsi Jde suite, jusqu'à ce que l'on 
ait 1 pour quotient : le nombre des divisions est 6, et, par suite, on a : 
24137569 -^ 17 = 6. 

On peut aussi, d'après la deuxième définition, former les puissances 
successives de la racine. On trouve 17* = 24137569, et, par suite, on a : 
24137569-^ 17 = 6. 

*114. Dans cet exemple, le reste de chaque division est et le quotient 
de la dernière division est 1 . Il ne peut en être ainsi que loi*sque le nombre 
donné est une puissance parfaite de la racine donnée. 

Lorsque le nombre donné n'est pas une puissance parfaite de la racine, 
on le divise encore par la racine, puis le quotient entier aussi par la 
racine, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait un quotient moindre que la 
racine : le nombre des divisions effectuées est le degré de la plus grande 
puissance de la racine contenue dans le nombre donné. Ce degré est 
appelé exposant entier, et l'excès du nombre sur la plus grande puissance 
de la racine qu'il renferme est appelé le reste de l'opération. 

*116. Soit proposé, par exemple, d'exponenter 10000 par 13. 

On divise 10000 par 13 : le quotient entier est 769 et le reste 3; on 
divise 769 par 13 : le quotient entier est 59 et le reste 2; on divise 39 
par 13 : le quotient entier est 4, nombre moindre que 13, et le reste 7. 

On a fait 3 divisions : donc 3 est Yexposant entier, c'est-à-dire le degré 
de la plus grande puissance de 13 contenue dans 10000, et le reste de 
l'opération est 10000 moins 13^ ou 7803. 

En effet, de la suite d'opérations que l'on a effectuées, on conclut (80*) 
que le quotient entier de 10000 par 13^ est 4, et, par suite, que 10000 
est compris entre 4.13^ et 5.13^, et, à plus forte raison, entre 13^ et 13*: 
donc 13^ est la plus grande puissance de 13 contenue dans 10000. 

On peut aussi, d'après la deuxième définition, former les puissances 
successives de la racine. On trouve 13^ = 2197 et 13^ = 28561. Donc 
10000 est compris entre 13^ et 13^. Par suite, 3 est Yeocposant entier, 
et le reste de l'opération est 10000 moins 2197 ou 7803. 



\ 
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CHAPITRE IX 

DE QXTJBXuQUES r»nOOÉD]ÉS IDE CA.IL1CXJX-. IIA.FIIDB 

116. Il existe, pour effectuer certaines opérations, des procédés parti- 
culiers de calcul, conduisant aux résultats plus rapidement que les règles 
ordinaires. On nous saura gré de faire connaître ici quelques-uns de ces 
procédés. 

1** Pour obtenir le produit de deux nombres, il est quelquefois avan- 
tageux de décomposer Tun de ces nombres en d'autres dont chacun soit 
une partie très simple du précédent. 

Ainsi, pour multiplier un nombre par 1875, ou par 1000 + 500 -\- 
250 + 12S, on le multiplie d'abord par 1000; puis par 500, en prenant la 
moitié du produit précédent; puis par 250, en prenant la moitié du produit 
précédent; puis par 125, en prenant la moitié du produit précédent : la 
somme des quatre produits partiels est le produit cherché. 

Ce procédé a reçu le nom de méthode des parties aliquotes (236,478;. 

2* Il peut aussi être avantageux de décomposer le multiplicateur 
ou le multiplicande en deux facteurs, dont Tun soit un nombre très 
simple. 

Pour multiplier, par exemple, un nombre quelconque par 468, on le 
multiplie par 234, et le produit obtenu par 2. 

Pour multiplier un nombre par 3096, on le multiplie par 1032, et le 
produit obtenu par 3. 

Pour multiplier 633542 par un nombre quelconque, on multiplie 90506 
par ce nombre, et le produit obtenu par 7. 

On peut opérer de la même manière pour simplifier la division. 

Ainsi, pour diviser un nombre par 468, 3096 ou 633542, on peut le 
diviser respectivement par 234, 1032 ou 90506, puis le quotient obtenu 
respectivement par 2, 3 ou 7. 

6 
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3° D'autres fois, on regarde le multiplicateur ou le multiplicande ou le 
diviseur comme étant le quotient de deux nombres très simples. 

Ainsi, pour multiplier un nombre par 5, 25, 125, 625,... ou par 
40 : 2, 100 : 4, 1000 : 8, 10000 : 16,... on écrit 1, 2, 3, 4... zéros à 
sa droite, et on divise par 2, 4, 8, 16... le nombre ainsi obtenu. 

On a, par exemple, 347 X 125 = 347000 : 8 = 43375. 

De même, pour diviser un nombre par 5, 25, 125, 625, ... -on le mul- 
tiplie par 2, 4, 8, 16,... et on sépare 1, 2, 3, 4... chiffres sur la droite 

* 

du produit obtenu : la partie à gauche est le quotient cherché, et le reste 
s'obtient en divisant la partie à droite par 2, 4, 8, 16... 

Pour diviser, par exemple, 106789 par 25, on multiplie ce nombre 
par 4, et on sépare deux chiffres sur la droite du produit 427156 : le 
quotient cherché est 4271, et le reste est 56 : 4 ou 14. 

4* Soit à multiplier un nombre quelconque par 986432. 

Pour obtenir les produits partiels successifs par 2, 3, 4, 6, 8, 9, on 
multipliera le nombre par 2, puis par 3; puis le premier produit par 2, et 
le deuxième aussi par 2; puis le troisième produit encore par 2, et le 
deuxième par 3. 

Pour multiplier un nombre par 234689, on procéderait de la même 
manière, en co mmençant l'opération par la gauche du multiplicateur. 

5° Pour multiplier un nombre par 99, 897, 998, 999, 2999, 83999, etc., 
on le multiplie par les différences 100 — 1, 900 — 3, 1000—2, 1000—1, 
3000-1, 84000 — l,:etc. 

On a, par exemple, 1897 X 999 = 1897000 — 1897 = 1895103. 

6'^ Pour diviser un nombre par 99, 897, 998, 999, 2999, 83999, etc., 
on détermine, par la méthode ordinaire, les chiffres successifs du quo- 
tient; on multiplie chaque chiffre par le complément du diviseur, ou par 
1, 103, 2,J 1, 7001, 16001, etc.; on ajoute le produit au dividende par- 
tiel correspondant, et on supprime le premier chiffre à gauche de la 
somme obtenue; en d'autres termes, on opère la division par la méthode 
des compléments (76). 
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CHAPITRE X 

NOMBRE ET NATURE DES OPERATIONS ARITHMÉTIQUES 

*117. La plus simple des opérations arithmétiques est Yaddition, qui a 
pour objet de réunir en un seul plusieurs nombres donnés. 

La multiplication n'est autre chose que l'addition de plusieurs nombres, 
tous égaux entre eux. 

Lélévation aux puissances n'est autre chose que la multiplication de 
plusieurs nombres, tous égaux entre eux. 

L'addition, la multiplication et l'élévation aux puissances sont les trois 
opérations directes de l'arithmétique. 

Qna :4 + 3 = 3H-4, c'est-à-dire que la somme de deux nombres 
ne change pas quand on intervertit l'ordre de ces nombres. Il existe donc 
une seule opération inverse de l'addition, savoir, la soustraction, qui a 
pour objet, connaissant la somme de deux nombres et l'un de ces nombres, 
de trouver l'autre. 

On a aussi : 4 X 3 = 3 X 4, c'est-à-dire que le produit de deux 
nombres ne change pas quand on intervertit l'ordre de ces nombres. 
Il existe donc une seule opération inverse de la multiplication, savoir, la 
division, qai a pour objet, connaissant le produit de deux nombres et l'un 
de ces nombres, de trouver l'autre. 

Mais 4^ n'est pas égal à 3^. On ne peut donc, dans l'élévation d'un nombre 
à une certaine puissance, intervertir ce nombre et le degré de la puissance. 
Il suit de là qu'il existe deux opérations inverses de l'élévation aux puissances, 
savoir, Vextraction des racines, qui a pour objet, connaissant une puissance 
d'un nombre et le degré de cette puissance, de trouver ce nombre, et Yexponen- 
tation, ou recherche de V exposant, qui a pour objet, connaissant un nombre 
et une puissance de ce nombre, de trouver le degré de cette puissance. 

Il suit, de ce qui précède, qu'i/ y a sept opérations arithmétiques, dont 
trois directes et quatre inverses. 
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CHAPITRE XI 

IDES IDITTSXIS S^SrST'éXi.fES IDE ^T'U^^^'RAJTXOJ^ 

*118. On dit que la base d'un système de numération est B, lorsque B 
unités d*un ordre quelconque forment une unité de l'ordre immédiatement 
supérieur. 

Suivant que la base est deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, 
dix, douze, le système de numération est appelé binaire, ternaire, qua- 
ternaire ou tétractique, quinaire, sénaire, septénaire, octaval, nonal, 
décimal ou décadique, duodécimal, 

*119. Pour écrire un nombre dans le système de numération dont la 
base est B, on commence par adopter B — 1 caractères, destinés à repré- 
senter les B — 1 premiers nombres. Ces caractères sont les chiffres 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, a, b, c, d, etc., 

que l'on énonce : 

un, deux, trois, quatre, cinq, six, sept, huit, neuf, a, bé, ce, dé, etc. 

On fait ensuite celte convention fondamentale, qu'tm chiffre, placé à la 
gauche d'un autre, représente des unités de V ordre immédiatement supérieur. 

Pour tenir la place des unités des ordres qui peuvent manquer, on 
emploie le caractère 0, appelé %éro. 

Le nombre des chiffres employés est ainsi égal à la base du système. 

Enfin, on convient d'appeler unité simple, dizaine, centaine, millet 
dizaine de mille, centaine de mille, million, etc., Tunité du premier, du 
deuxième, du troisième, du quatrième, du cinquième, du sixième, du 
septième ordre, etc., comme dans le système décimal {*). 



{*) Cette méthode de numération parlée, proposée par nous en 1885, a été adoptée pai* 
£. Lucas, dans sa Théorie des nombres, tome premier, Paris 1891, page 4â. 
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D'après ces conventions, la manière de lire un nombre écrit en chiffres 
est la même, quel que soit le système de numération dans lequel est écrit 
ce nombre. Ainsi les nombres 

10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, la, \b, etc., 

écrits dans n'importe quel système de numération, se lisent : dix, onze, 
douze, treize, quatorze, quinze, seize, dix-sept, dix-huit, dix-neuf, dtx-a, 
dix-h, etc. ; les nombres 

10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, aO, ^0, etc., 

se lisent : dix, vingt, trente, quarante, cinquante, soixante, septante ou 
soixante-dix, octante ou quatre-vingts, nonante ou quatre-vingt-dix, 2i-dix, 
h-dix, etc. ; les nombres 

aa, abc, 8ac0, è6a72c, lOOrfOOOOOO, 

se lisent : a-dix a; di-cent h-dix c; huit mille Si-cent c-dix; h-cent 
soixante-2i mille sept cent vingt-c; un milliard d millions, 

*120. Les règles des opérations, démontrées pour les nombres écrits 
dans le système décimal, sont les mêmes pour les nombres écrits dans un 
système quelconque de numération. 

Pour opérer rapidement dans un système quelconque de numération, 
il est indispensable de savoir par cœur toutes les sommes et tous les pro- 
duits de deux nombres d'un seul chiffre, 

*121. Problème L Un nombre étant écrit dans un certain système de 
numération, Vécrire dans le système décimal. 

Soit proposé, par exemple, d'écrire, dans le système décimal, le 
nombre 6a 709, écrit dans le système duodécimal. 

On dira : 6 unités du cinquième ordre valent 12 X 6 ou 72 unités du 
quatrième ordre, 72 et a ou 10 font 82; 82 unités du quatrième ordre 
valent 12 X 82 ou 984 unités du troisième ordre, 984 et 7 font 991 ; 991 
unités du troisième ordre valent 12 X 991 ou 11892 unités du deuxième 
ordre; 11892 unités du deuxième ordre valent 12 X 11892 ou 142704 
unités du premier ordre, 142704 et 9 font 142713. On a donc 

6a709^^ = 142713,0- 
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*122. Problème II. Un nombre étant écrit dans le système décimal^ 
Vécrire dans un autre système, dont la hase est donnée. 

Soit proposé, par exemple, d'écrire, dans le système duodécimal, le 
nombre 142713, écrit dans le système décimal. 



42713 


12 


12 


12 




22 


11892 
109 
12 





107 


991 

31 

7 




111 


82 
10 


12 


33 
9 


6 



On dira : 142713 unités simples valent 142713 : 12 ou 11892 unités 
du deuxième ordre, base 12, et il reste 9 unités simples; 11892 unités du 
deuxième ordre valent 11892 : 12 ou 991 unités du troisième ordre, 
et il reste 0; 991 unités du troisième ordre valent 991 : 12 ou 82 unités 
du quatrième ordre, et il reste 7 unités du troisième ordre ; 82 unités du 
quatrième ordre valent 82 : 12 ou 6 unités du cinquième ordre, et il 
reste 10 ou a unités du quatrième ordre. 

Ainsi le nombre 142713 renferme 6 unités du cinquième ordre, base 12, 

10 ou a du quatrième ordre, 7 du troisième ordre et 9 du premier 

ordre. On a donc 

142713,0 = 6a709,,. 

*123. Problème III. Un nombre étant écrit dans un certain système de 
numération, Vécrire dans un autre système, dont la base est donnée. 

Soit proposé, par exemple, d'écrire, dans le système duodécimal, le 
nombre 42750, écrit dans le système octaval. 

On écrira d'abord le nombre 427S0 dans le système décimal : on 
trouve (121) 17896; puis on écrira le nombre 17896 dans le système 
duodécimal : on trouve (122) a434. 



LIVRE DEUXIEME 



LES PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES NOMBRES ENTIERS 



CHAPITRE I 

124. On dit qu'un nombre est multiple d'un autre nombre, quand il 
€St le produit de celui-ci par un nombre entier. 

Réciproquement, on dit que le second nombre est sous-multiple ou 
facteur du premier (*). 

Ainsi 24 est un multiple de 6, parce que 24 égale 6X4. Réciproque- 
ment, 6 est un sous-multiple ou un facteur de 24. 

Pour indiquer qu'un nombre 24 est multiple d'un autre nombre 6, 
on écrit : 

24 = me, 

«et on lit : 24 égale un multiple de 6. 

On dit qu'un nombre est divisible par un autre nombre, lorsque la 
division du premier par le second se fait exactement, c'est-à-dire sans reste. 

Réciproquement, on dit que le second nombre divise le premier, ou 
-qu'il est un diviseur ou une partie aliquote du premier. 

Ainsi 24 est divisible par 6, et, réciproquement, 6 divise 24, ou est un 
diviseur ou une partie aliquote de 24. 



D En particulier, on dit qu'un nombre est double, triple, quadruple, quintuple, sextuple, 
septuple, octuple, nonuple, décuple, duodécuple, centuple d'un autre nombre, lorsqu'il est 
le produit de celui-ci par 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, iOO. Réciproquement, le second nombre 
«st dit sous -double, sous-triple, sous -quadruple, etc., du premier. 
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On voit : 

1" Que tout multiple d'un nombre est divisible par ce nombre, et, 
réciproquement, que tout nombre divisible par un autre nombre est un 
multiple de celui-ci; 

2° Que les mots sous-multiple, facteur, diviseur et partie aliquote ont 
la même signification ; 

3° Que tout nombre est divisible par lui-même et par Vunité, et que 
tout multiple de zéro est égal à zéro ; 

4<* Enfin, qu'uni produit de plusieurs nombres est divisible par lun 
quelconque de ses facteurs (79) f). 

126. Théorème I. Lorsqu'un nombre divise toutes les parties d'une 
somme, il divise cette somme; en d'autres teimes, la somme de plusieurs 
multiples d'un nombre est un multiple de ce nombre. 

Ainsi 7, divisant les nombres 14, 28, 35, divise leur somme 
44 -f- 28 -f 35. 

En effet, 7 divisant 14, 14 est égal à un nombre entier de fois 7, savoir, 
à 2 fois 7 ; 7 divisant 28, 28 est égal à un nombre entier de fois 7, savoir, 
à 4 fois 7 ; 7 divisant 35, 35 est égal à un nombre entier de fois 7, savoir, 
à 5 fois 7 : la somme 14 + 28 + 35 est donc égale à 2 fois plus 4 fois 
plus 5 fois ou à 11 fois 7 : donc cette somme est divisible par 7. 

*0n peut dire encore, en représentant les nombres par des lettres : 
Supposons que le nombre d divise les nombres a, b, c, et appelons 
m, n, p les quotients; on aura 

a = dm, b ^=^ du, c= dp, 
d'où (40) 

a+b + c = dm+dn-}'dp = d{m + n + /?) : 



\*) On dit que deax nombres sont congrus pour un certain diviseur ou module, lorsqu'ils 
ont pour différence un multiple de ce module. 

Par exemple, les nombres 60 et 32 sont congrus pour le module 7, parce que leur différence 
28 est un multiple de 7. 

Pour exprimer cette relation, on écrit : 

60 = 32 (mod. 71, 
et on lit : 60 congru à 32, module 7. 
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donc la somme a + b + c esi un multiple de d, ou, en d'autres termes, 
d divise la somme a H- ^ + c. 

126. Théorème IL Lorsqu'une somme est composée de deux parties, 
dont Vune est divisible par un certain nombre, la seconde partie et la 
somme, divisées par ce nombre, donnent le même reste. 

Soit, par exemple, la somme 60 des deux nombres 35 et 25, dont l'un, 
35, admet le diviseur 7 : je dis que le reste de la division de 60 par 7 est 
le même que le reste de la division de 25 par 7. 

En effet, soit 4 le reste de la division de 25 par 7 et 3 le quotient entier : 
25 sera égal à 3 fois 7, plus 4. D'ailleurs, 35, étant divisible par 7, est 
égal à un nombre entier de fois 7, savoir, à 5 fois 7. Donc la somme 
35 + 25 ou 60 est égale à 5 fois 7, plus 3 fois 7, plus 4, ou à 8 fois 7, 
plus 4. Si donc on divise 60 par 7, le reste de la division sera 4. 

*0n peut dire encore : 

Soit s la somme de deux nombres a et b, dont l'un a est divisible par d : 
je dis que la somme s et le nombre 6, divisés par rf, donneront le même 
reste. 

En effet, a étant divisible par d, soit m le quotient; on aura a = dm. 

Soient aussi n le quotient de b par d, et r le reste ; on aura b = dn + r. Par 

suite, 

s = a + b = dm + dn + r = d {m + n) + r : 

donc, si on diviser par d, le quotient entier sera- m + n, et le reste r, ce 
qu'il fallait démontrer. 

127. Théorème III. Lorsqu'une somme est composée de deux parties, 
dont Vune est divisible par un certain nombre, pour que la somme elle-même 
soit divisible par ce nombre, il faut et il suffit que la seconde partie le soit. 

Cette condition est nécessaire; car, comme on vient de le voir, si la 
seconde partie, divisée par le nombre, donne un certain reste, la somme, 
divisée par ce nombre, donnera le même reste (126). 

Cette condition est suffisante; car on a vu que, si les deux parties d'une 
somme sont divisibles par un certain nombre, la somme elle-même est 
divisible par ce nombre (125). 



129. Théorème V. Tout nombre, qui divise une somme et l'une 
deux parties de cette somme, divise Vautre partie. 

En effet, la seconde partie de la somme peut être considérée comme la 
différence entre cette somme et l'autre partie (26). Or on vient de voir 
que, si un nombre en divise deux autres, il divise leur différence (128). 

130. Théorème VI. Tout nombre, qui divise un autre nom^bre, divise 
les multiples de celui-ci. 

Ainsi 7, divisant 28, divise les multiples de 28, c'est-à-dire le produit 
de 28 par un nombre quelconque m. 

En effet, 28 X m est la somme de m nombres égaux à 28. Or 7 divise 
chaque partie 28 de celte somme. Donc il divise la somme (125). 

131. Théorème VII. Tout nombre, divisible par un autre nombre, est 
divisible par les sous-multiples de celui-ci. 

Ainsi tout nombre N, divisible par 12, est aussi divisible par 2, par 3, 
par 4 et par 6, qui sont des sous-multiples de 12. 

En effet, le nombre N, étant divisible par 12, est un multiple de 12. Or 
les nombres 2, 3, 4, 6, divisant 12, divisent tous les multiples de 12 (130). 
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128. Théorème IV. Tout nombre, qui en divise deux autres, divise 
leur différence; en d'autres termes, la différence de deux multiples d'un 
nombre est un multiple de ce nombre. 

Ainsi 7, divisant les nombres 35 et 21, divise leur différence 35 — 21. 

En effet, 7 divisant 35, 35 est égal à un nombre entier de fois 7, savoir, 
à 5 fois 7 ; 7 divisant 21, 21 est égal à un nombre entier de fois 7, savoir, 
â 3 fois 7 : donc la différence 35 — 21 est égale à 5 fois moins 3 fois ou à 
2 fois 7 : donc cette différence est divisible par 7 . 

*0n peut dire encore : 

Supposons que le nombre d divise les nombres a ei b; appelons m et n 
les quotients ; on aura a = dm, b = dn, et, par suite, 

a — b = dm — dn = dm — n) : 

donc la différence a — è est un multiple de d, ou, en d'autres termes, d 
divise la différence a — b. 



j 
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Donc ils divisent N, ou, en d'autres termes, N est divisible par chacun de 
ces nombres. 

132. On appelle caractère de divisibilité la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'un nombre soit divisible par un diviseur donné (*). 

Il n'est utile de considérer que les caractères de divisibilité dont l'emploi 
est plus simple que l'effectuation même de la division. 

Les caractères de divisibilité que nous allons établir sont basés princi- 
palement sur les théorèmes III et VIL 

Divisibilité par 2 et 5, 4 et 25, 8 et 125. 

133. Un nombre est divisible par 2 ou par 5 lorsque le chiffre de ses 
unités est divisible par 2 ou par 5. 

En effet, tout nombre entier est égal à un multiple de 10, augmenté du 
chiffre de ses unités. Ainsi 435 est égal à 430 + 5, ou à un multiple 
de 10, plus 5. 

Or, de ces deux parties du nombre, la première, qui est un multiple de 
40, est divisible par 2 et par 5, qui sont des diviseurs de 10 (131). 

Donc, pour qu'un nombre soit divisible par 2 ou par 5, il faut et il 
suffit que la seconde partie, ou le chiffre des unités du nombre, soit 
divisible par 2 ou par 5 (127). 

Il suit de là : 

1° Qu'tt» nombre est divisible par 2 lorsqu'il est terminé par Vun des 
chiffres 0, 2, 4, 6 0^8; 

2** Qu'ttn nombre est divisible par 5 lorsqu'il est terminé par ou par 5. 

Lorsqu'un nombre n'est pas divisible par 2 ou par 5, le reste de sa 
division par 2 ou par 5 est égal au reste de la division par 2 ou par 5 de 
son dernier chiffre à droite (126)- 



(*} Quand on dit, par exemple : Un nombre at diviiible par S, lorsque le chiffre de 
seê unités est divisible par % il faut entendre cette proposition dans un sens exclusif; 
c'est-à-dire : Un nombre est divisible par % lorsque le chiffre de ses unités est divisible 
par 2, et il n'est pas divisible par 2, lorsque le chiffre de ses unités n'est pas divisible 
par S; en d'autres termes, la condition énoncée n'est pas seulement suffisante, elle est aussi 
nécessaire. 
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134. On appelle pairs les nombres divisibles par 2, et impairs les 
nombres non divisibles par 2. 

Dans la suite des nombres naturels, les nombres pairs et les nombres 
impairs se succèdent alternativement. 

*0n appelle pairement pairs les nombres divisibles par 4; impairement 
pairs, les nombres divisibles par 2 et non par 4; pairement impairs, les 
nombres qui, diminués de 1, sont pairement pairs, et, enfin, impairement 
impairs, les nombres qui, diminués de 4, sont impairement pairs \*). 

136. Un nombre est divisible par 4 ou par 25 lorsque ses deux 
derniers chiffres à droite forment un nombre divisible par 4 ou par 2o. 

En effet, tout nombre entier est égal à un multiple de 100, augmenté du 
nombre formé par ses deux derniers chiffres à droite. Ainsi 728 est égal 
à 700 + 28, ou à un multiple de 100, plus 28. 

Or, de ces deux parties du nombre, la première, qui est un multiple de 
100, est divisible par 4 et par 25, qui sont des diviseurs de 100 (131). 

Donc, pour qu'un nombre soit divisible par 4 ou par 25, il faut et il 
suffit que la seconde partie, ou le nombre formé par les deux derniers 
chiffi'es à droite, soit divisible par 4 ou par 25 (127) (**). 

Lorsqu'un nombre n'est pas divisible par 4 ou par 25, le reste de sa 
division par 4 ou par 25 est égal au reste de la division par 4 ou par 25 
du nombre formé par ses deux derniers chiffres à droite (126). 

136. Un nombre est divisible par 8 ou par 125 lorsque ses trois 
derniers chiffres à droite forment un nombre divisible par 8 ou par 125. 
Et ainsi de suite. 



{*) En d'autres termes, les nombres sont pairs ou impairs, suivant que le reste de leur 
division par 2 est ou 1, ou suivant qu'ils sont de la forme 2n ou 2n -|- i, n désignant un 
nombre entier quelconque. 

De même, les nombres sont pairement pairs, pairement impairs, impairement pairs ou 
impairement impairs, suivant que le reste de leur division par 4 est 0, 1, 2 ou 3, ou suivant 
qu'ils sont de la forme 4n, 4n + i, 4n + 2 ou 4n + 3. ^ 

(**) On peut dire encore : Un nombre est divisible par 4 lorsqu'il est terminé par tf« 
chiffre pairement pair, précédé d'un chiffre pair, ou par un chiffre impairement pair, 
précédé d'un chiffre impair. 
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Divisibilité par 3 et par 9. 

137. Les conditions de divisibilité par 3 et par 9 reposent sur le 
théorème suivant, que nous allons d'abord démontrer : 

Tout nombre entier e^st égal à un multiple de 9, augmenté de la somme 
de ses chiffrer. 

En premier lieu, un nombre formé de Vunité, suivie d'un ou de plusieurs 

zéros, est un multiple de 9, augmenté de Vunité. 

On a, en effet, 

10= 9 + 1, 

100= 99 + l = m9 + l, 

1000= 999 + i =m9 -H 1, 
et ainsi de suite. 

En second lieu, un nombre formé d'un chiffre quelconque, suivi d'un ou 
de plusieurs zéros, est un multiple de 9, augmenté de ce chiffre. 

On a, par exemple, 4000 = m 9 + 4. 

En effet, le nombre 4000 égale 4 fois 1000. Or 1000 est un multiple 
de 9, plus 1. Donc 4000 égale 4 fois un multiple de 9, plus 4 fois 1, ou 
(130j un multiple de 9, plus 4. 

Ce raisonnement peut s'écrire comme il suit : 

4000 = 1000.4 = im 9 + 1).4 = m 9.4 + 1.4 = m 9 -4- 4. 

Soit maintenant un nombre quelconque, 7524, par exemple. 

On a 

7524 = 7000 + 500 + 20+4. 

Or 

7000 = m 9 + 7, 

500 =m 9 +.5, 

20 = m 9 + 2, 

4 = 4. 

Donc, puisqu'une somme de multiples de 9 est encore un multiple de 9 (125), 

7524=TO9 + 7 + 5 + 2 + 4. 
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138. Cela posé, nous pouvons établir le caractère suivant de divisibi- 
lité par 3 ou par 9 : 

Un nombre est divisible far 3 ou par 9 lorsque la somme de ses chiffres 
est divisible par 3 ou par 9. 

En effet, comme on vient de le voir, tout nombre entier est égal à un 
multiple de 9, augmenté de la somme de ses chiffres. 

Or, de ces deux parties du nombre, la première, qui est un multiple 
de 9, est divisible par 3 et par 9 (131). 

Donc, pour qu*un nombre soit divisible par 3 ou par 9, il faut et il suffit 
que la seconde partie, ou la somme des chiffres du nombre, soit divisible 
par 3 ou par 9 (127). 

Lorsqu'un nombre n'est pas divisible par 3 ou par 9, le reste de sa 
division par 3 ou par 9 est égal au reste de la division par 3 ou par 9 de 
la somme de ses chiffres (126). 

Nous ferons connaître, dans le chapitre suivant, une méthode expéditive 
pour calculer le reste de la division d'un nombre entier par 9, ainsi que 
l'application de cette méthode à la vérification des opérations sur les 
nombres entiers. 

Divisibilité par 11. 

139. La condition de divisibilité par 11 repose sur le théorème sui- 
vant, que nous allons d'abord démontrer : 

Tout nombre entier est égal à un multiple de H, augmenté de la somme 
de ses chiffres d'ordre impair, et diminué de la somme de ses chiffres 
d'ordre pair. 

En premier lieu, un nombre formé de Vunité, suivie d'un nombre pair \ 
de zéros, est un multiple de H, augmenté de F unité; et un nombre formé \ 

de l'unité, suivie d'un nombre impair de zéros, est un multiple de H y dimi- \ 

I 

nué de Vunité. ^ 

On a, en effet, 

100= 99 + 1 = mil + 1, 

10000 = 9999 -h 1 = Wll + 1, 
1 000000 = 999999 + 1 = m 11 + 1 , 



=1 

1 
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et ainsi de suite; et, de même, 

10 = 11 — 1, 
1000= 990 + 10= 990 + 11 — 1 = mil — 1, 
10000 = 99990 -I- 10 = 99990 + 11 — 1 = m 11 — 1, 

et ainsi de suite. . 

En second lieu, un nombre formé d'un chiffre quelconque, stiivi d!un 
nombre pair de zéros, est un multiple de H, augmenté de ce chiffre; et un 
nombre formé d'un chiffre quelconque, suivi d'un nombre impair de zéros, 
ut un multiple de 11, diminué de ce chiffre. 

On a, par exemple, 500 = m 11 -I- 5, et 5000 = m 11 — 5. 

En effet, le nombre 500 égale 5 fois 100. Or 100 est un multiple de 11, 
plus 1. Donc 500 égale 5 fois un multiple de 11, plus 5 fois 1, ou (130) 
un multiple de 11, plus 5. 

De même, le nombre 5000 égale 5 fois 1000. Or 1000 est un multiple 
de 11, moins 1. Donc 5000 égale 5 fois un multiple de 11, moins 5 fois 
1, ou (130) un multiple de 11, moins 5. 

Soit maintenant un nombre quelconque, 83649, par exemple. 

On a 

83649 = 80000 + 3000 + 600 + 40 + 9. 
iOp 

9 = 9, 

40 = m H — 4, 

600 = m 11 + 6, 

3000 = m 11 — 3, 

80000 = m 11 + 8. 

Donc, puisqu'une somme de multiples de 11 est encore un multiple 
h 41 (125), 

83649 = m 11 +9 + 6-^8-4- 3, 

ou (35) 

83649 = TO 11 + (9 + 6 + 8) — (4 + 3). 

140. Cela posé, nous pouvons établir le caractère suivant de divisi- 
bilité par 11 : 
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Un nombre est divisible par 11 lorsque V excès de la somme de m\ 
chiffres d'ordre impair sur celle de ses chiffres d'ordre pair est divisible^ 
par 11. 

En effet, comme on vient de le voir, tout nombre entier est égal à uti 
multiple de iiy augmenté de la somme de ses chiffres d'ordre impair, d 
diminué de la somme de ses chiffres d'ordre pair. 

Or, de ces deux parties du nombre, la première est divisible par 11. 

Donc, pour qu'un nombre soit divisible par 11, il faut et il suffit que la 
seconde partie, ou l'excès de la somme des chiffres d'ordre impair sur 1] 
somme des chiffres d'ordre pair, soit divisible par 11 (127). 

Lorsqu'un nombre n'est pas divisible par 11, le reste de sa divisioi 
par 11 est égal au reste de la division par 11 de l'excès de la somme ii 
ses chiffres d'ordre impair sur celle de ses chiffres d'ordre pair (126). 

Lorsque la somme des chiffres d'ordre pair surpasse la somme de 
chiffres d'ordre impair, on ajoute à celle-ci, ou on retranche de celle-là, 
un multiple convenable de 11 (*). 

Recherche des caractères de divisibilité (**)• 

*141. Il existe des méthodes générales pour trouver des caractères de 
divisibilité par un diviseur quelconque. Nous allons exposer ici deux de 
ces méthodes. 



(*) Nous signalons plus loin (147 et 181) d'autres capactères de divisibilité, auxquels nous 
ajoutons les suivants, en général plus curieux qu'utiles : 

1» Un nombre est divisible par 4 lorsque la différence entre le chiffre de ses unités et le 
double du chiffre de ses dizaines est divisible par 4; 

2° Un nombre est divisible par 6 lorsque la différence entre le chiffre de ses unités et le 
double de la somme des autres chiffres est divisible par 6 ; 

3® Un nombre est divisible par 8 lorsque le chiffre de ses unités, plus deux fois le chiffre 
de ses dizaines, plus ou moins quatre fois le chiffre de ses centaines, est divisible par 8; 

io Un nombre est divisible par 12 lorsque le nombre formé par ses deux derniers chiffres 
à droite, ajouté à quatre fois la somme des autres chiffres, donne un nombre divisible par 12; 

50 Un nombre est divisible par 15, 18 ou 45, lorsque le nombre formé par ses deux derniers 
chiffres à droite, ajouté à dix fois la somme des autres chiffres, donne un nombre divisible 
par 15. 18 ou 45. 

(**) Voir mes deux brochures intitulées : Caractères de divisibilité, Paris 1894; Quettiont 
d'Arithmologie, Huy 1896. 
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PREMIÈRE MÉTHODE. 

*142. Soit proposé de trouver un caractère de divisibilité par 40. 

Divisons par 40 les puissances successives de 10, c'est-à-dire les 
nombres 1, 10, 100, 1000, 10000, etc. Chaque division partielle donnant 
un reste moindre que 40, après quarante divisions au plus, on trouvera 
un reste nul ou Tun des restes déjà obtenus. 

On trouve que 1000 divisé par 40 donne un reste nul. 

On en conclut qu'un nombre quelconque peut être décomposé en deux 
parties, dont l'une, formée du nombre des mille de ce nombre, est toujours 
divisible par 40; si donc l'autre partie, formée des trois derniers chiffres 
à droite du nombre, est divisible par 40, le nombre lui-même est divi- 
sible par 40. 

Ainsi un nombre est divisible par 40 lorsque le nombre formé par ses 
trois derniers chiffres à droite est divisible par 40. 

148. Soit encore proposé de trouver un caractère de divisibilité par 7. 

Divisons par 7 les puissances successives de 10, c'est-à-dire lès nombres 
i, 10, 100, 1000, 10000, etc. Chaque division partielle donnant un 
reste moindre que 7, après sept divisions au plus, on trouvera un reste 
nul ou l'un des restes déjà obtenus. 

On trouve que le septième reste est 1, c'est-à-dire égal au premier. Par 
suite, les six premiers restes 1, 3, 2, 6, 4, 5 se reproduisent indéfiniment 
dans le même ordre. 

Il est facile d'en conclure qu'un nombre quelconque est un multiple 
de 7, plus la somme des produits de ses six premiers chiffres, à partir de 
la droite, respectivement par 1, 3, 2, 6, 4, 5, plus la somme des produits 
des six chiffres suivants par les mêmes nombres, et ainsi de suite. 

On déduit de là qu'un nombre est divisible par 7 lorsque la somme des 
produits des chiffres de chacune de ses tranches de six chiffres, à partir 
de la droite, respectivement par 1, 3, 2, 6, 4, 5, est divisible par 7. 

*144. Soit proposé, par exemple, de reconnaître si le nombre 
377801998982 est divisible par 7. 
On peut d'abord, sans changer le reste de la division de ce nombre 
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par 7, diminuer de 7 chaque chiffre éjçal ou supérieur à 7, ce qui donne 
300101221252. Si mainlenant on multiplie les six premiers chiffres de 
ce nouveau nombre, à partir de la droite, puis les six chiffres suivants, 
respectivement par 1, 3, 2, 6, 4, 5, en diminuant d*un multiple de 7 
chaque produit supérieur à 7, on trouve 100201316412; et si Ton fait la 
somme des chiffres de ce dernier nombre, en diminuant de 7 chaque 
somme partielle égale ou supérieui'e à 7, on obtient : donc le nombre 
proposé est divisible par 7. 

*146. Si Ton observe que les compléments à 7 des restes 6, 4, 5 sont 
1, 3, 2, on conclut encore qu'iin nombre est divisible par 7, lorsque 
Vexcès de la somme des produits des chi/fres de chacune de ses tranches 
de trois chiffres de rang impair, à partir de la droite, respectivement par 
1, 3, 2, sur la somme des produits des chiffres de chacune de ses tranches 
de trois chiffres de rang pair, par les mêmes nombres, est divisible par 7. 

DEUXIÈME MÉTHODE. 

*146. Cette deuxième méthode repose sur les propositions suivantes, 
que nous allons d'abord démontrer : 

1° Les nombres a" — 1, a^" - 1, a^" — 1, a^° — 1, etc, sont divi- 
sibles par a" — 1 . 
On a, en effet, 

a2» — 1 == a2n _ a" -f a" — 1 = a'*(a'* — 1) + (a" — 1) = 'TCiû" — ^)» 
a3« — 1 = a^» - a2n -f ^^2» __ j == ft2«(^n __ I) -^ 1^2» — 1) = Trr(a" — 1), 

a*« — 1 --= a*" — a3« -^ a"^** -- i = a^''(a'' — 1) + (a^" — 1) = m(a" — 1), 
et ainsi de suite. 

2° Les nombres a° + 1, a^" — 1, a^" + 1, a*" — 1, etc, sont divi- 
sibles par a" + 1 . 
On a, en effet, 

fl2n __ j ^ fl2n + a" — a" — 1 = a«(fl" + 1) — ^rt" + 1) = m{fl« + 1^» 

^3« + j == a^n 4. ^8„ _ ^2« 4. j := ^2«(^» + 1) — ^fl^" — l) = 1frc(a'* + i), 
«*• - 1 = a^ + a3« — a3« — - 1 = a3«(fl» + 1) — (a^» + 1) = TO(fl" + i)» 
et ainsi de suite. 
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^147. Gela posé, soit un nombre entier N, écrit dans un système 
^^Iconque de numération. Partageons ce nombre en tranches de n chiffres, 
allant de droite à gauche, la dernière tranche à gauche pouvant avoir 
>ins de n chiffres, et appelons a, b, c, d, e, etc., les nombres formés par 
tranches. On peut écrire le nombre N sous Tune des formes suivantes : 



= a -f- b -\- c + d + e + .., 

+ ^.(10- — 1) + c.il02- — 1)4- d.(103« — 1) -h e.{W- 

= a — b •+■ c — d -\- e — ... 

+ b,{\0^ + J) + c.(102« — 1) + rf.(103" + 1) + ^.(104" 



-1)+ ..., 



— 1) + ... 



Sous la première forme, on voit que le nombre N est égal au nombre 

rmé par ses n derniers chiffres à droite, plus à une suite d'autres 

ibres, tous divisibles par 10'*. On en conclut qu'wn nombre est divisible 

\r un diviseur de 10", lorsque le nombre formé par ses n derniers 

\iffres à droite est divisible par ce diviseur. Ainsi, dans le système 

.odécimal : 

\3n nombre est divisible par 2, 3, 4, 6, diviseurs de 10, lorsque son 
faernier chiffre à droite est divisible par 2, 3, 4, 6; 
f Un nombre est divisible par 8, 9, 14, 16, diviseurs de 100, lorsque 

nombre formé par ses deux derniers chiffres à droite est divisible par 
, 9, 14, 16; 

Un nombre est divisible par 23, 28, 46, 54, diviseurs de 1000, lorsque 

nombre formé par ses trois derniers chiffres à droite est divisible par 

f, 28, 46,54; 
Et ainsi de suite. 

Sous la deuxième forme, on voit que le nombre N est égal à la somme 
ses tranches de n chiffres, plus à une suite d'autres nombres, tous 
ivîsibles par 10** — 1 (146, 1*). On en conclut qu'w?i nombre est divisible 
vr un diviseur deiO^' — i, lorsque la somme de ses tranches de n chiffres 
H divisible par ce diviseur. Ainsi, dans le système décimal : 
Un nombre est divisible par 3 ou par 9 lorsque la somme de ses chiffres 
n divisible par 3 ou par 9; 






l"-- 
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Un nombre est divisible par 11, 33, 99, lorsque la somme de ses 
tranches de deux chiffres est divisible par 11, 33, 99; 

Un nombre est divisible par 27, 37, 111, 333, 999, lorsque la somme de 
ses tranches de trois chiffres est divisible par 27, 37, 111, 333, 999 ; 

Et ainsi de suite. 

Sous la troisième forme, on voit que le nombre N est égal à Texcèsde 
la somme de ses tranches de n chiffres, de rang impair, sur celle de ses 
tranches de n chiffres, de rang pair, plus à une suite d'autres nombres, 
tous divisibles par 10" + 1 (146, 2*). On en conclut qu un nombre e^t 
divisible par un diviseur d^ 10" + 1, lorsque V excès de la somme de m 
tranches de n chiffres, de rang impair, sur celle de ses tranches à 
n chiffres, de rang pair, eM divisible par ce diviseur. Ainsi, dans le 
système décimal : 

Un nombre est divisible par 11 lorsque l'excès de la somme de ses chiffres 
de rang impair sur celle de ses chiffres de rang pair est divisible par H; 

Un nombre est divisible par 101 lorsque l'excès de la somme de se! 
tranches de deux chiffres, de rang impair, sur celle de ses tranches di 
deux chiffres, dé rang pair, est divisible par 101; 

Un nombre est divisible par 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001, lorsqu 
l'excès de la somme de ses tranches de trois chiffres, de rang impair, sur 
celle de ses tranches de trois chiffres, de rang pair, est divisible par 
7,11,13, 77,91, 143, 1001; ! 

Et ainsi de suite. 



Recherche des diviseurs d'un nombre, 

I 

148. Pour trouver tous les diviseurs d*un nombre, on le divise 'par la 
suite des nombres entiers 1, 2, 3, 4, 5, etc., dont les carrés ne le sur- 
passent pas, et on écrit les diviseurs ainsi que les quotients des divisions 
qui se font exactement. ' 

On trouve, par exemple, que les diviseurs de 360 sont les suivants : j 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, IS, 18, 
360, 180, 120, 90, 72, 60, 45, 40, 36, 30, 24, 20. 
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CHAPITRE II 

PREUVES PAR UN DIVISEUR QUELCONQUE DES OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES ENTIERS 

149. Théorème I. Si Von divise plusieurs nombres par un même 
liviseur, la somme des nombres et la somme des restes, divisées par le 
^ême diviseur, donneront des restes égaux. 

Soient, par exemple, les nombres 489, 669, 4805, qui, divisés par 7, 
lonnenl les restes 6, 4, 3. On aura 

489 =- TO 7 + 6, 

669 = m 7 + 4, 

4805 = m 7 + 3, 
II, par suite (125), 

489 + 669 + 4805 = 11(1 7 + 6 + 44- 3. 

La somme des nombres donnés se compose donc de deux parties, dont 
'nne est un multiple de 7, et Tautre, la somme des restes de la division 
le ces nombres par 7. La première de ces deux parties est divisible par 7. 
Par conséquent, la somme des nombres et la somme des restes, divisées 
par 7, donneront des restes égaux (126). 

160. Théorème II. Si Von divise plusieurs nombres par un même 
diviseur, le produit des nombres et le produit des restes, divisés par le 
fiême diviseur, donneront des restes égaux. 

Soient, par exemple, les nombres 489 et 669, qui, divisés par 7, 
ilonnent les restes 6 et 4. On aura 

489 = m 7 + 6, 

669 = m 7 + 4, 

I, par suite (41), 

489.669 = W 7.m 7 + 6.m 7 + m 7.4 + 6.4, 

«(125) 

f 489.669 = m7 + 6.4. -- :': 
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Le produit des nombres donnés se compose donc de deux parties, dont 
l'une est un multiple de 7, et l'autre, le produit des restes de la division de 
ces nombres par 7. La première de ces deux parties est divisible par 7. Par 
conséquent, le produit des nombres et le produit des restes, divisés par 7, 
donneront des restes égaux (126). 

161. Il est facile de déduire, des deux théorèmes qui précèdent, le 
moyen de faire la preuve par un diviseur quelconque, 7, par exemple, de^ 
opérations sur les nombres entiers. Ainsi : I 

1* Pour faire la preuve par 7 d'une addition, on cherche les restes 
la division par 7 des nombres additionnés : la somme de ces restes et 
somme des nombres, divisées par 7, doivent donner le même reMe (149) 

2° Pour faire la preuve par 7 d*une soustraction, on cherche les rester 
de la division par 7 du plus petit nombre et du reste de la soustraction : 
la somme de ces restes et le plus grand nombre, divisés par 7, doiven 
donner le même reste (36 et 149); 

3** Pour faire la preuve par 7 d'une multiplication, on cherche 
de la division par 7 de chaque facteur : le produit de ces restes et le pro 
duit des facteurs, divisés par 7, doivent donner le même reste (150) ; 

4° Pour faire la preuve par 7 d'utie division, on cherche les restes dé^ 
la division par 7 du diviseur, du quotient et du reste, puis au produit des 
deux premiers restes on ajoute le troisième : la somme obtenue et le divi-- 
dende, divisés par 7, doivent donner le même reste Çll et 150). 

162. Les diviseurs ordinairement employés pour faire la preuve d'une 
opération sont les nombres 7, 9, H. 

Avec d'autres diviseurs, la vérification est moins sûre ou moins rapide. 

Elle est moins sûre, par exemple, avec les diviseurs 2, 4, 5, 25 : car les 
restes de la division des nombres par l'un de ces diviseurs ne dépendent que 
du dernier (133) ou des deux derniers chiffres à droite de ces nombres (135). 

Au contraire, les restes de la division des nombres par les diviseurs 
3, 6, 7, 9, il, 12, 13, etc., dépendent de la totalité des chiffres de ces 
nombres; mais la recherche de ces restes est la plus rapide lorsque le 
rjivîi^etfr employé est l'un des nombres 3, 6, 7, 9, 11. 



les reMeÀ 
et le vro^ 
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Lorsqu'on fait la preuve d'une opération par un diviseur quelconque, 
cette preuve ne peut garantir aucune erreur qui serait égale à un multiple 
du diviseur employé. 

Nous allons faire connaître, sous le nom de méthode du chiffre unique, 
une manière expéditive de pratiquer la preuve par 9 des opérations sur les 
nombres entiers. 

163. Étant donné un ou plusieurs nombres, on fait la somme de^ chiffres 
de ces nombres, puis la somme dés chiffres de cette somme elle-même, et 
ainsi de suite, jusquà ce quon obtienne une somme d'un seul chiffre : nous 
appelons cette dernière somme chiffre unique des nombres proposés. 

Soient, par exemple, le nombre 9654807, ou les nombres 96, 54, 807. 
La somme des chiffres 9, 6, 5, 4, 8, 0, 7 est 39 ; la somme des chiffres 
de 39 est 12, et la somme des chiffres de 12 est 3, nombre d'un seul 
chiffre : d'après la définition, 3 est le chiffre unique du nombre 9654807, 
ou des nombres 96, 54, 807. 

164. On a vu (137) que tout nombre entier est égal à un multiple de 9, 
augmenté de la somme de ses chiffres. 

On déduit de là les propositions suivantes : 

1° Si un nombre est multiple de 9, son chiffre unique est égal à 9; 

2' Si un nombre nest pas mxdtiple de 9, son chiffre unique est égal 
un reste de sa division par 9 ; 

3® Si deux nombres ont pour différence un multiple de 9, leur chiffre 
unique est le même. 

Cette dernière proposition conduit à la règle suivante : 
Dans la recherche du chiffre unique d'un ou de plusieurs nombres : 
V* on peut négliger le chiffre 9, ou les chiffres dont la somme fait 9; 
2^ quand la somme de plusieurs chiffres est plus grande que 9, on peut, 
par une nouvelle addition, la réduire à un seul chiffre, et continuer l'opé- 
ration de la même manière, 

166. Il est facile d'appliquer la considération du chiffre unique aux 
opérations sur les nombres entiers. 
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1* Dans Vaddition, le chiffre unique de la somme est égal à celui de 
tous les nombres à additionner, 

M k*\\ ^^^^' P^^ exemple, à vérifier l'addilion ci-contre. 

9fi7^8 Je dis, en commençant par le premier nombre : 4 et 1 5, 

ooi^no et 8 13 : mais, au lieu de 13, je dis 4, somme des chiffres 

de 13; 4 et 3 7, et 1 8. 

106657 jg continue avec le nombre suivant : 8 et 2 10, je dis î, 

1 et 6 7, et 7 U, je dis 5, 8 et 5 10, je dis 1, 1 et 8 9 : je néglige ce 9. 

J'arrive au troisième nombre : 3 et 8 11, je dis 2, 2 et 6 8, et 8 16, 
je dis 7 : 7 est le chiffre unique des trois nombres (*). 

Or le chiffre unique de la somme 106657 est aussi 7 (**). 

2** Dans la soustraction, le chiffre unique du plu^ grand nombre 
est égal à celui du plus petit nombre et du reste, 
148991 ^^'^' P^'' ^^®™P^®» ^ vérifier la soustraction ci-contre. 

70S99 ^^ chiffre unique du plus petit nombre 70599 et du reste 
78392 est 5. Or 5 est aussi le chiffre unique du plus 

''^^2 grand nombre 148991 . 

3° Dans la multiplication, le chiffre unique du produit est égal à celui 
^ du produit des chiffres u^iiques des facteurs. 

347 Soit, par exemple, à vérifier la multiplication 

» g n»^ ci-contre. 

14672 

rsooi L^ chiffre unique du facteur 2096 est 8, celui du 

ftc>ftft facteur 347 est 5. Le produit de 8 par 5 est 40, et le chiffre 

unique de 40 est 4, Or le chiffre unique du produit 



727312 727312 est aussi 4. 



(*) Plus brièvement : 4 et 1 5; et 8 13, 4; et 3 7; et 1 8; et â 10, 1; et 6 7 et 7 14, 5; et 5 10, 1; 
et 8 9; 3 et 8 II, 2; et 6 8; et 8 16, 7. 

(**) Pour faire ta preuve par 11 de la même addition, on ajoute les chiffres d'ordre impair des 
quatre nombres et les chiffres d'ordre pair de leur somme, en ayant soin, chaque fois qu'une 
somme de plusieurs chiffres surpasse 1i, de diminuer cette somme de 11. On ajoute de la même 
manière les chiffres d'ordre pair des quatre nombres et les chiffres d'ordre impair de leur 
somme : celle seconde somme de chiffres doit être égale à la première. 
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4** Dans la division, le chiffre unique du dividende est égal à cekd 

du reste et du produit des chiffres uniques du diviseur et du quotient, 

... Soit, par exemple, à vérifier la division ci-contre. 

59054 1 859 ^® chiffre unique du diviseur 859 est 4, celui du 

846 j quotient 68 est 8. Le produit de 4 par 5 est 20, 

68 



]S7514 , et le chiffre unique de ce produit 20 et du reste 642 

1i28 est 5. Or le chiffre unique du dividende 59054 est 

8642 aussi 5. 

5* Dans Vextraction de la racine carrée d'un nombre, le chiffre unique 
de ce nombre est égal à celui du reste et du carré du chiffre unique de 
la racine. 

Soit, par exemple, 347 la racine carrée entière du nombre 120725, 
et 316 le reste. 

Le chiffre unique de la racine 347 est 5, dont le carré est 25, et le 
chiffre unique de ce carré 25 et du reste 316 est 8. Or 8 est aussi le chiffre 
unique du nombre 120725. 

6^ Enfin, dans Vextraction de la racine cubique d'un nombre, le chiffre 
unique de ce nombre est égal à celui du reste et du cube du chiffre unique 
de la racine, 

166. Les propositions qui précèdent offrent une méthode expéditive 
pour faire la preuve de toutes 4es opérations sur les nombres entiers. 

En effet, on n'a jamais à faire que l'addition ou la multiplication de 
deux nombres inférieurs à 9. 

De plus, dans la multiplication et la division, cette preuve peut être 
appliquée à chaque produit ou division partielle. 

Il faut observer néanmoins que cette méthode ne peut garantir aucune 
erreur qui serait égale à un multiple de 9 (152 ou 154, 3<») (*). 



(*) L'erreur commise est un multiple de 9 notamment dans les cas suivants : !<> lorsqu^on 
intervertit Tordre de deux chiffres, en écrivant, par exemple, 24 au lieu de 4â; 3o lorsqu'on 
écrit pour 9, ou réciproquement; 3o lorsque, dans une multiplication, on n'écrit pas à son 
rang le premier chiffre d'un produit partiel. 



/ 
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CHAPITRE III 

167. Tout nombre entier qui n'est divisible que par lui-même et par 
Vunité est appelé nombre premier absolu, ou, simplement, nombre 
premier. 

Ainsi les nombres 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 
43, 47, etc., sont premiers (*). 

168. Théorème I. Lorsqu'un nombre nest pas premier, son plus petit 
diviseur, autre que Vunité, est un nombre premier. 

Si le nombre N, par exemple, n'est pas premier, il admet un ou plu- 
sieurs diviseurs, compris entre 1 et N (157). Soil p le plus petit de ces 
diviseurs : je dis que le nombre p est premier. 

En effet, si le nombre p n'était pas premier, il admettrait un ou plu- 
sieurs diviseurs, compris entre 1 et p. Mais tout diviseur de p diviserait 
aussi N, qui est un multiple de p (130). Donc N aurait un ou plusieurs 
diviseurs compris entre 1 et p, et, par suite, p ne serait pas le plus petit 
diviseur, autre que l'unité, du nombre N, ce qui est contre Thypothèse. 

*169. Théorème II. La suite des nombres premiers est illimitée. 

Pour le prouver, il suffit de faire voir que, quelque grand que soit un 
nombre premier/?, il en existe au moins un plus grand. 

Formons le produit de tous les nombres premiers de 2 à p, et à ce 
produit ajoutons 1, ce qui donne 

2.3.5.7.11.13.../? + 1, 

nombre que nous désignerons par N . 

Si ce nombre N est premier, comme il est plus grand que p, le théo- 
rème est démontré. 



{*) Tout nombre premier, autre que 2 et 3, est égal à un multiple de 6, au{(menté ou 
diminué d'une unité; mais la réciproque n'est pas vraie. 
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Si N n'est pas premier, son plus petit diviseur, autre que Tunité, est un 
nombre premier (158). Or ce diviseur n*est aucun des nombres premiers 
2, 3, 5, 7, H, 13,... p; car, si l'on divise N par l'un de ces nombres, 
par 7, par exemple, le quotient entier est 2. 3. 5. H. 13.../? et le resle 1. 
Donc ce diviseur est un nombre premier supérieur à p, ce qui démontre 
le théorème f). 

*0n peut, au lieu d'ajouter, soustraire 1 du produit 2. 3. 5. 7. 11. 13... j^f*). 

On peut aussi partager la suite des nombres premiers de 1 à j» en deux 
groupes, d'une manière quelconque, et considérer la somme ou la diffé- 
rence des deux produits obtenus en multipliant les nombres de chaque 
groupe : cette somme ou cette différence est un nombre premier plus 
grand que p, ou admet des diviseurs premiers plus grands que p. 

160. Théorème III. Un nombre est premier lorsqu'il n'est divisible par 
aucun des nombres premiers dont les carrés sont moindres que lui. 

Soit, par exemple, N un nombre moindre que le carré 289 du nombre 
premier 17 : je dis que N est premier, s'il n'est divisible par aucun nombre 
premier inférieur à 17. 

En effet, si le nombre N n'est pas premier, son plus petit diviseur est 
un nombre premier (158). Ce diviseur, par hypothèse, n'est pas inférieur 



(*) On a : i + 2 = 3, nombre premier ; 

1 -f- 2.3 = 7, nombre premier; 

1 -j- 2.3.5 = 34, nombre premier ; 

4 4-2.3.5.7 =241, nombre premier; 

4 -j- 2.3.5.7.44 = 2344, nombre premier ; 

4 + 2.3.5.7.44.43 = 30034 = 59.509; 

4+2.3.5.7.44.43.47 = 510514 = 19.97.277; 

4 H- 2.3.5.7.44.43.17.49 = 9699691 = 347.27953; 

1 + 2.3.5.7.44.43.17.49.23 = 223092871 = 317.703 763; etc. 
<**) On a: — 4+2 = 4, nombre premier; 

— 4 + 2.3 = 5, nombre premier; 

— 4 + 2.3.5 = 29. nombre premier ; 
-4 +2.35.7 = 209 = 41.19; 

— 4 + 2.3.6.7.44 = 2309, nombre premier; 

— 4 + 2.3.5.7.44.43 = 30029, nombre premier; 

— 4+2.3.5.7.41.43.47=610509 = 61.8369; 

— 4 + 2.3.5.7.14.43.47.49 = 9699689 = 53.197.929; 

— 4 + 2.3.6.7.44.43.17.49.23 = 223092869 = 134.1 702999; etc. 
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à 17 : il est donc égal ou supérieur à 17. Mais, le nornbre N étant 
moindre que 17 X 17, le quotient de N par un diviseur égal ou supérieur 
à 17 est moindre que 17. D'ailleurs, ce quotient est aussi un diviseur 
de N. Donc le nombre N admettrait un diviseur inférieur à 17, ce qui est 
contre l'hypothèse. 

Dans la pratique, pour reconnaître si un nombre est premier, on le divise 
par la suite des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11, 13, etc., jusquà ce 
qu'on arrive à un quotient égal ou supérieur au diviseur employé : si 
aucune division n'a donné pour reste, le nombre proposé est premier. 

161. Problème. Construire une table de nombres premiers. 
Soit proposé de former une table renfermant les nombres premiers 
inférieurs à 150. 
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Afin de n'avoir pas à écrire les 150 premiers nombres naturels, commen- 
çons, comme on le voit ci-dessus, par former une table à double entrée, 
composée de dix colonnes verticales et de quinze lignes horizontales; puis, 
dans la première ligne, écrivons les unités 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 



— 109 — 

et, dans la première colonne, les dizaines 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 
41, 12, 13, 14 : une case quelconque sera considérée comme renfermant 
le nombre composé des dizaines et des unités qui correspondent à cette case. 
Gela posé, si Ion barre les cases de 2 en 2 à partir de 4, puis de 3 en 3 
à partir de 9, puis de 5 en 5 à partir de 25, puis de 7 en 7 à partir de 49, 
puis enfin de 11 en 11 à partir de 121, je dis que les nombres non barrés 
sont premiers. 



D'abord, les nombres 1, 2, 3 sont évidemment premiers. 

Ensuite, les nombres 5 et 7, compris entre les carrés 4 et 9 des nombres 
premiers consécutifs 2 et 3, n'étant pas divisibles par 2, sont des 
nombres premiers (160). 

De même, les nombres 11, 13, 17, 19, 23, compris entre les carrés 
9 et 25 des nombres premiers consécutifs 3 et 5, n'étant divisibles ni 
par 2 ni par 3, sont des nombres premiers. 

De même, les nombres 29, 31, 37, 41, ♦3,- 47, compris entre les carrés 
25 et 49 des nombres premiers consécutifs 5 et 7, n'étant divisibles ni 
par 2 ni par 3 ni par 5, sont des nombres premiers. 

Et ainsi de suite (*). 



CHAPITRE IV 

DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR DE DEUX OU DE PLUSIEURS NOMBRES 

162. On appelle plus grand commun diviseur de plusieurs nombres le 
plus grand nombre qui les divise à la fois. 

Ainsi 1^ et 18 ont pour communs diviseurs 1, 2, 3, 6 : 6 est leur plus 
grand commun diviseur. 

163. La recherche du plus grand commun diviseur de plusieurs nombres 
est souvent abrégée par l'application des propositions suivantes : 



(*) Le procédé de formation d'une table de nombres premiers, qui vient d'ôlre exposé, est 
connu sous le nom de crible d'ÉRATOSTHÈNE. La disposition des nombres en tableau a été 
indiquée par Catalan, Manuel d'Arithmétique et d'Algèbre, n» 87. 
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1° Dans la recherche du plus grand commun diviseur de. plusieurs 
nombres, on peut faire abstraction de ceux de ces nombres qui sont mul- 
tiples d'autres nombres donnés. 

Soit proposé de trouver le plus gi'and commun diviseur des nombres 
36, 48, 60, 72, 120. 

On remarque que 72 est multiple de 36 et que 120 est multiple de 60 : 
donc le plus grand commun diviseur des cinq nombres 36, 48, 60, 72, 
120 est le même que celui des trois nombres 36, 48, 60. 

En particulier, lorsque le plv^ petit de plusieurs nombres divise chacun 
des autres nombres, il est le plus grand commun diviseur de ces nombres. 
Ainsi le plus grand commun diviseur des nombres 18, 144, 324, 360 
. est 18. 

2** Lorsque le plus petit de plusieurs nombres ne divise pas chacun des^ 
autres nombres, on peut chercher les diviseurs de Vun de ces nombres, et 
prendre le plus grand de ces diviseurs qui divise chacun des autres nombres. 

Soit proposé de trouver le plus grand commun diviseur des nombres 
36, 48, 60, dont le plus petit, 36, ne divise pas les deux autres. 

On cherche les diviseurs de 36 (148), savoir : 

1, 2, 3, 4, 6, 

36, 18, 12, 9, 6 : 

12 est le plus grand de ces diviseurs qui divise les deux nombres^ 
48 et 60 : donc 12 est le plus grand commun diviseur des trois nombres 
36, 48, 60. 

*3** Dans la recherche du plus grand commun diviseur de plusieurs 
nombres, on peut remplacer Vun de ces nombres par son excès sur Vun 
des autres nombres. 

Je dis, par exemple, que le plus grand commun diviseur des nombres 
a, b, c est le môme que celui des nombres a, b, c — b. 

En effet, tout commun diviseur des nombres a, b, c, divisant b et c, 
divise la différence c — b (128), et, par suite, est un commun diviseur des 
nombres a, b, c — b. Réciproquement, tout commun diviseur des nombres- 
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a, b et c — b, divisant b eic -- b, divise la somme b ^ (c — b) (125) ou 
c (35), et, par suite, est un commun diviseur des nombres a, b, c. Donc le& 
nombres a, b, c et les nombres a, b, c -- b ont les mômes communs 
diviseurs. Par conséquent, le plus grand commun diviseur des nombres 
a, b, c est le même que celui des nombres a, b, c — b. 

Par exemple, le plus grand commun diviseur des nombres 28, 36, 92, 1 00 
est le même que celui des nombres 28, 36, 92, iOO moins 92 ou 8. Or les 
diviseurs de 8 sont 1, 2, 4, 8, dont 4 est le plus grand qui divise 28, 36 
et 92 : donc 4 est le plus grand commun diviseur des nombres 28, 36,^ 
92, 100. 

Mais il existe des méthodes qui permettent de trouver, à coup sûr, le 
plus grand commun diviseur de deux ou de plusieurs nombres. 

Du plus grand commun diviseur de deux nombres. 

164. La recherche du plus grand commun diviseur de deux nombres 
est basée sur la proposition suivante : 

Tout facteur y commun au dividende et au diviseur, divise le reste; et, 
réciproquement, tout facteur, commun au diviseur et au reste, divise le 
dividende. 

Soit, par exemple, le nombre 180, qui, divisé par 24, donne 7 pour 
quotient entier et 12 pour reste. On aura : 

180 = 24 X 7 + 12. 

Je dis : 1° que tout diviseur, 6, par exemple, commun au dividende 180 
et au diviseur 24, divise le reste i^ de leur division. 

En effet, tout nombre qui divise 24, divise 24 X 7, qui est un multiple 
de 24 (130) : donc tout diviseur commun au dividende 180 et au divi- 
seur 24 divise à la fois 180 et 24 X 7, c'est-à-dire une somme et Tune 
des deux parties de cette somme : donc il divise aussi l'autre partie, ou 
le reste 12 de la division (129). 

. On peut déduire de là que, lorsqu'on divise le dividende et le diviseur 
par un même nombre, le quotient entier ne change pas, mais le reste est 
divisé par ce nombre : proposition qui a déjà été démontrée (81, 2"). 



— 112 — 



Je dis : 2" que tout diviseur, 6, par exemple, coptmun au diviseur 24 
et au reste 12, divise le dividende 180. 

En effet, tout nombre, qui divise 24, divise 24 X 7, qui est un multiple 
de 24 (130) : donc tout diviseur commun au diviseur 24 et au reste 12 
divise à la fois 24 X 7 et 12 : donc il divise la somme de ces deux 
nombres, ou le dividende 180 (125). 

166. Soit maintenant proposé de trouver le plus grand commun diviseur 
de deux nombres, 1260 et 432, par exemple. 
On raisonnera de la manière suivante : 

Le plus grand commun diviseur des deux nombres 1260 et 432 ne peut 
surpasser le plus petit 432 de ces nombres. De plus, comme le plus 
petit 432 de ces nombres se divise lui-même, s'il divisait aussi le plus 
grand 1260, il serait le plus grand commun diviseur des deux nombres. 

On est donc conduit à essayer la division du 
plus grand nombre 1260 par le plus petit 
432 : on trouve 2 pour quotient et 396 pour 
reste. Donc 432 n'est pas le plus grand 
commun diviseur cherché. 

Mais le plus grand commun diviseur de 
1260 et 432 est le même qu£ celui de 432 
et 396. 

En effet, tout diviseur commun au dividende 1260 et au diviseur 432 
divise le reste 396 de leur division (164, 1'), et, par suite, est un coomiun 
diviseur des nombres 432 et 396. 

Réciproquement, tout diviseur commun au diviseur 432 et au reste 396 
divise le dividende 1260 (164, 2°), et, par suite, est un commun diviseur 
des nombres 1260 et 432. 

Donc les nombres 1260 et 432 et les nombres 432 et* 396 ont les 
mêmes communs diviseurs. 

Par conséquent, le plus grand commun diviseur de 1260 et 432 est le 
même que celui de 432 et 396. 

On raisonnera donc sur les nombres 432 et 396 comme on l'a fait sur 
les nombres proposés, en disant : 



1260 
864 

"396" 
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Si le plus petit nombre 396 divisait le plus grand 432, comme il se 
divise lui-même, il serait le plus grand commun diviseur des deux 
nombres. On essaiera donc la division de 432 par 396 : on trouve 1 pour 
quotient et 36 pour reste. Donc 396 n'est pas le plus grand commun 
diviseur de 432 et 396. 

Mais on fera voir, comme précédemment, que le plus grand commun 
diviseur de 432 et 396 est le même que celui de 396 et 36. 

On essaiera donc encore la division de 396 par 36 : on trouve 11 pour 
quotient et le reste est nul. Donc 36 est le plus grand commun diviseur 
de 396 et 36, et, partant, de 432 et 396, et, enfin, de 1260 et 432. 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour trouver le plu^ grand commun diviseur de deux nombres, on divise 
le plus grand par le plus petit, le plus petit par le reste de la division, 
le premier reste par le deuxième, le deuxième par le troisième, et ainsi de 
suite, ju^quà ce qu'on obtienne un reste nul : le dernier diviseur est le plus 
grand commun diviseur cherché. 

L'application de cette règle conduit toujours à un reste nul, car les 
restes successifs sont des nombres entiers décroissants. 

166. Lorsque Ton connaît le plus grand commun diviseur de deux 
restes consécutifs, il est inutile de poursuivre lopération : car ce nombre 
est le plus grand commun diviseur cherché (165). 

Ainsi, dans la recherche du plus grand commun diviseur des deux 
nombres 1466 et 424, on trouve les restes consécutifs 36 et 14. Or 14 n'a 
d'autres diviseurs que 1, 2, 7, 14, dont 2 est le plus grand qui divise 
aussi 36. Donc 2 est le plus grand commun diviseur des restes 36 et 14, 
et, par suite, des nombres 1466 et 424. 

*0n peut aussi, dans la recherche du plus grand commun diviseur de 
deux nombres, remplacer le plus grand de ces nombres, ou le plus grand 
de deux restes consécutifs, par leur différence (163, 3''). 

Enfin, lorsqu'on prévoit que le reste d'une division sera plus grand que 

la moitié du diviseur, on abrège le calcul en prenant le quotient à moins 

d'une unité par excès, 

8 
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Ainsi la recherche du plus grand commun diviseur des nombres 910 
et 525 nécessite cinq divisions, si l'on prend les quotients par défaut; mais 
elle n'exige que trois divisions, si l'on prend les quotients par excès. 
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167. Théorème I. Tout nombre, qui en divise deux autres, divise leur 
flus grand commun diviseur. 

Ainsi le nombre 9, qui divise 1260 et 432, divise le plus grand com- 
mun diviseur de ces deux nombres. 

En effet, 9, divisant 1260 et 432, divise le reste 396 de leur division 
(164, 1®); divisant 432 et 396, il divise le reste 36 de leur division, et 
ainsi de suite. Ainsi 9 divise les restes successifs auxquels conduit la 
recherche du plus grand commun diviseur : donc il divise ce plus grand 
commun diviseur, qui est l'un de ces restes. 

On déduit de là que les communs diviseurs de deux nombres sont les 
diviseurs mêmes de leur plus grand commun diviseur. 

168. Théorème II. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise deux nombres 
par un même nombre, leur plus grand commun diviseur est multiplié ou 
divisé par ce nombre. 

Si, par exemple, on multiplie par 4 les nombres 1260 et 432, le plus 
grand commun diviseur 36 de ces nombres sera lui-même multiplié 
par 4; c'est-à-dire le plus grand commun diviseur des produits 1260 X 4 
et 432 X 4 sera 36 X 4. 

En effet, les nombres 1260 et 432 étant multipliés par 4, le reste 396 de 
leur division est aussi multiplié par 4 (81) ; de même, les nombres 432 et 396 
étant multipliés par 4, le reste 36 de leur division est aussi multiplié par 4, 
et ainsi de suite. Ainsi les restes successifs, auxquels conduit la recherche 
du plus grand commun diviseur, sont multipliés par 4 : donc ce plus grand 
commun diviseur, qui est l'un de ces restes, est lui-môme multiplié par 4. 
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La démonstration est la même, si, au lieu de multiplier, on divise les 
deux nombres par un même nombre. 

Il suit de là qu'on peut, dans la recherche du plus grand commun divi- 
seur de deux nombres, supprimer un facteur commun à ces nombres, 
sauf à multiplier ensuite le plus grand commun diviseur des deux quotients 
par le facteur supprimé. 

Du plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, 

169. Soit proposé de trouver le plus grand commun diviseur des quatre 
nombres 720, 300, 156, 64. 

Le plus grand commun diviseur des deux nombres 720 et 300 est 60 
(165) : or je dis que le plus grand commun diviseur des quatre nombres 
720, 300, 156, 64 est le même que celui des trois nombres 60, 156, 64. 

En effet, tout commun diviseur .des quatre nombres donnés, divisant 
720 et 300, divise leur plus grand commun diviseur 60 (167), et, par 
suite, est un commun diviseur des trois nombres 60, 156, 64. 

Réciproquement, tout commun diviseur des trois nombres 60, 156, 64, 
divisant 60, divise 720 et 300, qui sont des multiples de 60, et, par suite, 
est un commun diviseur des quatre nombres 720, 300, 156, 64. 

Donc les quatre nombres 720, 300, 156, 64 et les trois nombres 60, 
156, 64 ont les mêmes communs diviseurs. 

Par conséquent, le plus grand commun diviseur de 720, 300, 156, 64 
est le même que celui de 60, 156, 64. 

Le plus grand commun diviseur de 60 et 156 étant 12 (165), on fera voir, 
comme précédemment, que le plus grand commun diviseur des trois 
nombres 60, 156, 64 est le même que celui des deux nombres i^ et 64. 

Or le plus grand commun diviseur de 12 et 64 est 4 : donc 4 est le plus 
grand commun diviseur des trois nombres 60, 156, 64, et, partant, des 
quatre nombres 720, 300, 156, 64.' 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour trouver le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres^ on 
cherche le plus grand commun diviseur des deux premiers, puis celui du 
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nombre obtenu et du troisième nombre, puis celui du nouveau nombre 
obtenu et du quatrième nombre, et ainsi de suite, jusqu'à ce quon ait 
employé tous les nombres donnés : le dernier plus grand commun diviseur 
obtenu est le plus grand commun diviseur cherché, 

170. Théorème III. Tout nombre, qui en divise plusieurs autres, divise 
leur plus grand commun diviseur. 

Ainsi le nombre 2, qui divise 720, 300, 156, 64, divise le plus grand 
commun diviseur 4 de ces nombres. 

En effet, 2, divisant 720, 300, 156, 64, divise le plus grand commun 
diviseur 60 de 720 et 300 (167), et, par suite, est un commun diviseur de 
60, 156, 64. De même, 2, divisant 60, 156, 64, divise le plus grand 
commun diviseur 12 de 60 et 156, et, par suite, est un commun diviseur 
de 12 et 64. Enfin, 2, divisant 12 et 64, divise leur plus grand commun 
diviseur 4, qui est aussi le plus grand commun diviseur des nombres 
proposés. 

On déduit de là que les communs diviseurs de plusieurs nombres sont 
les diviseurs mêmes de leur plus grand commun diviseur. 

171. Théorème IV. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise plusieurs 
nombres par un même nombre, leur plus grand commun diviseur est mul- 
tiplié ou divisé par ce nombre. 

Si, par exemple, on multiplie par 7 les nombres 720, 300, 156, 64, 
le plus grand commun diviseur 4 de ces nombi'es sera lui-même multiplié 
par 7. 

En effet, les nombres 720 et 300 étant multipliés par 7, le plus grand 
commun diviseur 60 de ces nombres est aussi multiplié par 7 (168). De 
même, les nombres 60 et 156 étant multipliés par 7, le plus grand 
commun diviseur 12 de ces nombres est aussi multiplié par 7. Enfin, les 
nombres 12 et 64 étant multipliés par .7, le plus grand commun diviseur 
4 de ces nombres est aussi multiplié par 7 : or 4 est le plus grand 
commun diviseur des quatre nombres proposés. 

La démonstration est la même, si, au lieu de multiplier, on divise les 
nombres proposés par un même nombre. 
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Il suit de là qu'on peut, dans la recherche du plus grand commun 
diviseur de plusieurs nombres, supprimer un facteur commun à ces 
nombres, sauf à multiplier ensuite le plus grand commun diviseur des 
quotients par le facteur supprimé. 



CHAPITRE V 

172. On dit que plusieurs nombres sont premiers entre eux lorsqiiils 
n'admettent d'autre commun diviseur que Vunité, 

Ainsi les nombres 6, 10, 15 sont premiei*s entre eux. 

Pour reconnaître si des nombres donnés sont premiers entre eux, on 
cherche leur plus grand commun diviseur (165, 169) : si ce plus grand 
commun diviseur est 1, les nombres sont premiers entre eux. 

173. Théorème I. Tout nombre premier^ qui ne divise pas un autre 
nombre, est premier avec lui. 

Soit un nombre premier p, qui ne divise pas un certain nombre N : je 
dis que p et N sont premiers entre eux. 

En effet, le nombre p, étant premier, n'a d'autres diviseurs que 1 et p : 
donc /? et N ne peuvent avoir d'autres communs diviseurs que 1 et p. 
Mais, par hypothèse, p ne divise pas N. Donc p et N ne peuvent avoir 
d'autre commun diviseur que 1 : donc j9 et N sont premiers entre eux. 

174. Théorème IL Lorsque deux ou plusieurs nombres ne sont pas 
premiers entre eux, leur plus petit commun diviseur, autre que Vunité, 
est un nombre premier. 

Supposons que les nombres a, b, c ne soient pas premiers entre eux : 
ils admettront un ou plusieurs communs diviseurs, autres que l'unité. 
Soit p le plus petit de ces communs diviseurs : je dis que p est premier. 

En effet, si p n'était pas premier, il admettrait un ou plusieurs diviseurs, 
compris entre 1 et p. Mais tout diviseur de p diviserait aussi a, b, c, qui 
sont des multiples de p (130). Donc les nombres a, b, c auraient un ou 
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plusieurs communs diviseurs compris entre i et p, et, par suite, p ne serait 
pas le plus petit commun diviseur, autre que l'unité, des nombres a, b, c, 
ce qui est contre l'hypothèse. 

176. Théorème III. Lorsqu'on divise deux ou plusieurs nombres par 
leur plus grand commun diviseur, le^s quotients obtentLS sont premiers 
entre eux. 

Soit d le plus grand commun diviseur des nombres a, b, c : je dis 
que, si Ton divise a, b, c par d, les quotients obtenus seront premiers 
entre eux. 

En eflfet, on a vu que, lorsqu'on divise plusieurs nombres par un môme 
nombre, leur plus grand commun diviseur est divisé par ce nombre (168, 1 71 ) . 
Si donc on divise a, b, c par d, les quotients obtenus auront pour plus grand 
commun diviseur d : don i. Donc ces quotients sont premiers entre eux . 

176. Théorème IV. Lorsqu'il nombre divise un produit de deux 
facteurs et quHl est premier avec l'un d'eux, il divise Vautre, 

Soit un nombre d, qui divise le produit a.b de deux nombres a et b, 
et qui est premier avec a : je dis que d divise b. 

En effet, les nombres d et a étant premiers entre eux, leur plus grand 
commun diviseur est 1. Or, lorsqu'on multiplie deux nombres par un même 
nombre, leur plus grand commun diviseur est multiplié par ce nombre 
(168). Si donc on multiplie d et a par b, le plus grand commun diviseur 
des produits d.b et a.b sera l,b ou b. Mais d divise le produit d,b, qui est 
son multiple; il divise aussi, par hypothèse, le produit a.b : donc il divise 
le plus grand commun diviseur b de ces deux nombres (167). 

177. Théorème V. Lorsqu'un nombre premier divise un produit de 
plusieurs facteurs, il divise au moins Vun d'eux, 

Soitp un nombre premier qui divise le produita.^.c.rfdes quatre nombres 
a, b, c, d : je dis que p divise l'un au moins de ces quatre nombres. 

En effet, le produit a,b,c.d peut être considéré comme le produit des 
deux facteurs a,b.c et d. Si p divise d, le théorème est démontré. Si p ne 
divise pas d, il est premier avec lui (173), et, par suite, il divise l'autre 
facteur a.b.c (176^ 
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Le produit a,bx peut, à son tour, être considéré comme le produit des 
deux facteurs a.b et c. Si p divise c, le théorème est démontré. Si p ne 
divise pas c, il est premier avec lui, et, par suite, il divise Tautre facteur a.b. 

Enfin, si p divise b, le théorème est démontré. Si p ne divise pas b, il 
est premier avec lui, et, par suite, il divise a. 

Donc;? divise Tun au moins des quatre nombres a, b, c, d. 

Corollaire. Lorsqu'un nombre premier divise une puissance d'un 
nombre, il divise ce nombre. 

Si, par exemple, 7 divise a^, il divise a. 

Car a^ est égal au produit a X a X a, et 7, divisant ce produit, doit 
diviser Tun de ses facteurs, ou le nombre a. 

178. Théorème VI. Tout nombre, premier avec plusieurs autres, est 
premier avec leur produit; et, réciproquement, tout nombre, premier avec 
un produit, est premier avec chacun de ses facteurs, 

1® Si p est premier avec chacun des nombres a, b, c, il est premier 
avec le produit a,b.c de ces nombres. 

En effet, si p n'était pas premier avec ce produit, il aurait avec lui un 
diviseur premier commun (174), lequel, divisant le produit, diviserait Tun 
au moins de ses facteurs (177) : donc p ne serait pas premier avec chacun 
des facteurs de ce produit, ce qui est contre l'hypothèse. 

â** Réciproquement, si p est premier avec le produit a.b,c des 
nombres a, b, c, il est premier avec chacun de ces nombres. 

En effet, si p n'était pas premier avec le nombre a, par exemple, il 
aurait avec lui un diviseur commun, lequel, divisant a, diviserait son 
multiple a.b.c : donc le nombre p et le produit a.b,c ne seraient pas 
premiers entre eux, ce qui est contre l'hypothèse. 

Corollaire I. Tout nombre, premier avec un autre, est premier avec 
toutes les puissances de celui-ci; et, réciproquement, toiit nombre, premier 
avec une puissance d'un nombre, est premier avec ce nombre. 
Si, par exemple, a est premier avec b, il est aussi premier avec b^. 
Car b^ est égal au produit b X b X b, e\ a, étant premier avec chacun 
des facteurs de ce produit, est premier avec le produit, ou avec b^. 
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Réciproquement, si a est premier avec ft^, il est premier avec h. 
Car b^ est égal au produit ô X ft X ^, et a, étant premier avec ce 
produit, est premier avec chacun de ses facteurs, ou avec b. 

Corollaire II. Lorsque detix nombres sont premiers entre eux, deux 
puissances quelconques de ces nombres sont aussi premières entre elles. 

Si, par exemple, les nombres a ei b sont premiers entre eux, les puis- 
sances a* et b^ de ces nombres seront aussi premières entre elles. 

Car, d'après le précédent corollaire, a, étant premier avec b, est premier 
avec ft®, et ft®, étant premier avec a, est premier avec a*. 

179. Théorème VII. Lorsqu'un nombre est divisible séparément par 
deux nombres premiers entre eux, il est divisible par leur produit. 

Soit N un nombre divisible séparément par deux nombres a et b, 
premiers entre eux : je dis que N est divisible par le produit a.b. 

En effet, le nombre N, étant divisible par a, est égal au produit de a 
par un certain nombre entier q, et on a 

N = a.q. 
Or b divise N : donc il divise le produit a,q. Mais b est premier avec a: 
donc il divise q (176). 
Le nombre q est donc égal au produit de b par un certain nombre 

entier s, et on a 

q = b.s, 
et, par suite (59), 

N = a.b.s. 

Le nombre N, étant égal au produit de a.b par s,, est divisible par a.b. 

180. Théorème VIII. Plus généralement, lorsqu'un nombre est divisiMe^ 
séparément par plusieurs nombres premiers entre eux deux à deux, il est 
divisible par leur produit. 

Soit N un nombre divisible séparément par les nombres a, b, c, premiers 
entre eux deux à deux : je dis que N est divisible par le produit a.b.c. 

En effet, le nombre N, étant divisible par a, est égal au produit de Or 
par un certain nombre entier q, et on a 

N = a.q. 
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Or b divise N : donc il divise le produit a.q. Mais b est premier avec a : 

donc il divise q (176). 

Le norribre q est donc égal au produit de b par un certain nombre 

entier s, et on a 

q = b.,s, 
et, par suite, 

N = a,b.s. 

Or c divise N : donc il divise le produit a,b,s. Mais c est premier avec a 

et avec fc, et, par suite, avec le produit a,b (178) : donc c divise s. 

Le nombre s est donc égal au produit de c par un certain nombre 

entier (, et on a 

s = c.f, 
et, par suite, 

N = a.b.c.t. 

Le nombre N, étant égal au produit de a,b.c par t, est divisible par a.bx. 

181- Les deux théorèmes qui précèdent permettent d'étendre les 
caractères de divisibilité qui ont été donnés plus haut. 

On reconnaît, par exemple, qu'un nombre est divisible par 6 lorsqu'il 
test par 2 et par 3, c'est-à-dire lorsqu'il est pair et que la somme de ses 
chiffres est divisible par 3. 

De même, un nombre est divisible par 12, par 15, par 18, par 24, etc., 
lorsqu'il l'est respectivement par 3 et par 4, par 3 et par 5, par 2 et par 9, 
par 3 et par 8, etc. 



CHAPITRE VI 

DU PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE DE DEUX OU DE PLUSIEURS NOMBRES 

182. On appelle plus petit commun multiple de plusieurs nombres le 
'plus petit nombre divisible à la fois par chacun d'eux. 

Ainsi le plus petit commun multiple des nombres 9 et 12 est 36. 

183. La recherche du plus petit commun multiple de plusieurs nombres 
est souvent abrégée par l'application des propositions suivantes : 



^. . 
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1*^ Dans la recherche du plus petit commun multiple de plusieurs 
nombres, on peut faire abstractioîi de ceux de ces nombres qui sont divi- 
seurs d'autres nombres donnés. 

Soit proposé de trouver le plus petit commun multiple des nombres 
^, 9, 10, 18, 18. 

On remarque que 5 divise 10 et que 9 divise 18 : donc le plus petit 
commun multiple des cinq nombres 5, 9, 10, 15, 18 est le même que 
celui des trois nombres 10, 15, 18 (131). 

En particulier, lorsque le plu^ grand de plusieurs nombres est divi- 
sible par chacun des autres nombres, il est le plus petit commun multiple 
de ces nombres. 

Ainsi le plus petit commun multiple des nombres 12, 15, 30, 60 est 60. 

S*" Lorsque le plus grand de plusieurs nombres n'est pas divisible par 
chacun des autres nombres, on peut former les multiples successifs de 
Vun de ces nombres, et s'arrêter au premier de ces multiples qui est 
divisible par chacun des autres nombres. 

Soit proposé de trouver le plus petit commun multiple des trois nombres 
40, 15, 18, dont le plus grand 18 n'est pas divisible par chacun des 
deijix autres. 

On forme les multiples successifs de 18, savoir : 36, 54, 72, 90... : 
90 est le premier de ces multiples qui soit divisible par les deux nombres 
10 et 15 : donc 90 est le plus petit commun multiple des trois nombres 
40, 15, 18. 

Mais il existe des méthodes qui permettent de trouver, à coup sûr, le 
plus petit commun multiple de deux ou de plusieurs nombres. 

Du plus petit commun multiple de deux nombres. 

*184. La détermination du plus petit commun multiple de deux 
nombres est basée sur la proposition suivante : 

Le plus petit commun multiple de deux nombres est égal à leur produit 
divisé par leur plus grand commun diviseur. 

Soit d le plus grand commun diviseur des deux nombres a et ^ ; je dis 
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que le plus petit commun multiple de ces deux nombres est égal à leur 

produit a.b divisé par leur plus grand commun diviseur d. 

En effet, divisons les nombres a et & par leur plus grand commun 
diviseur d : les quotients, que nous appellerons q et r, seront premiers 

entre eux (175), et on aura 

a = d.q, h = d.r. 

Appelons M un multiple commun quelconque des nombres a et ft. 

Puisque le nombre M est divisible par a, ou par le produit d.g, il s'en- 
suit qu'il est divisible par d, et que le quotient de M par d est divisible 
par^. De môme, puisque le nombre M est divisible par by ou par le pro- 
duit d.r, il s'ensuit qu'il est divisible par d, et que le quotient de M par d 
est divisible par r. Le quotient de M par d est donc divisible séparément 
par les nombres q et r, qui sont premiers entre eux : donc il est divisible 
par le produit q,r (180). Par suite, le nombre M est un multiple du 
produit d,q,r. 

Réciproquement, tout multiple du produit d,q.r est divisible séparé- 
ment par les produits d,q ou a et d,r ou b (124), ou, en d'autres termes, 
est un commun multiple des nombres a et ^. 

Ainsi, d'une part, tout commun multiple des nombres a et fr est un 
raultiple du produit d.^.r, et, d'autre part, tout multiple du produit rf.g.r 
est un commun multiple des nombres a et ^. 

Il suit de là que les communs multiples des nombres a çX b sont les 
mêmes que les multiples du nombre d,q,r, et, puisque ce nombre est à lui- 
même son plus petit multiple, il est aussi le plus petit commun multiple 
des deux nombres proposés. 

Le nombre d,q.r 

est d'ailleurs (79) égal à d.qÂ.r : d, 

ou (58) à a.b : d, 

c'esl-à-dire au produit des deux nombres divisé par leur plus grand 
commun diviseur. 

*186. Soit maintenant proposé de trouver le plus petit commun multiple 
des deux nombres 90 et 72. 
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Comme on vient de le voir, le plAis petit commun multiple de deux 
nombres est égal à leur produit divisé par leur plus grand commun dimm. 
On cherchera donc le plus grand commun diviseur 18 des deux nombres 
90 et 72, et on divisera par 18 le produit 90 X 72 de ces deux nombres. 

Dans la pratique, on commence par diviser Tun des deux nombres par 
leur plus grand commun diviseur, puis on multiplie l'autre nombre par 
le quotient obtenu. 

On trouve ainsi 360 pour le plus petit commun multiple des deux 
nombres 90 et 72. 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour trouver le plus petit commun multiple de deux nombres, on em- 
menée par chercher leur plus grand commun diviseur (165) ; puis on divise 
l'un de ces nombres par ce plus grand commun diviseur, et on multiplU 
l'autre nombre par le quotient obtenu. 

Lorsque deux nombres sont premiers entre eux, leur plus grand com- 
mun diviseur est 1, et, par suite, leur plus petit commun multiple estéqalX 
à leur produit. Ainsi le plus petit commun multiple des nombres 27 et 80, 
qui sont premiers entre eux, est 27 X 80 ou 2160. 

Les communs multiples de deux nombres sont les multiples mêmes de 
leur plus petit commun multiple (184). Ainsi les communs multiples des 
nombres 90 et 72 forment cette suite indéfinie de produits : 360 X 1, | 
360 X 2, 360 X 3, 360 X 4... 

Du plus petit commun multiple de plusieurs nombres, 

*186. Soit proposé de trouver le plus petit commun multiple des 
quatre nombres 9, 18, 24, 28. 

Le plus petit commun multiple des deux nombres 9 et 15 est 45 : or 
je dis que le plus petit commun multiple des quatre nombres 9, 15, 24, 28 
est le même que celui des trois nombres 4o, 24, 28. 

En effet, tout commun multiple des quatre nombres donnés, étant un 
multiple de 9 et de 15, est un multiple de leur plus petit commun mul- 
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tiple 45 (185), et, par suite, est un commun multiple des trois nombres 
45, 24, 28. 

Réciproquement, tout commun multiple des trois nombres 48, 24, 28, 
étant un multiple de 45, est un commun multiple de 9 et de 15, qui sont 
des sous-multiples de 45, et, par suite, est un commun multiple des quatre 
nombres 9, 15, 24, 28. 

Donc les quatre nombres 9, 15, 24, 28 et les trois nombres 45, 24, 28 
; ont les mômes communs multiples. 

Par conséquent, le plus petit commun multiple de 9, 15, 24, 28 est le 
même que le plus petit commun multiple de 45, 24, 28. 
i Le plus petit commun multiple de 45 et 24 étant 3H0, on fera voir, 
comme précédemment, que le plus petit commun multiple des trois nombres 
45, 24, 28 est le même que celui des deux nombres 360 et 28. 

Le plus petit commun multiple de 360 et 28 est 2520 : donc 2520 est 
le plus petit commun multiple des trois nombres 45, 24, 28, et, partant, 
des quatre nombres 9, 15, 24, 28. 

On déduit, du raisonnement qui précède, la règle suivante : 
Pour trouver le plu^ petit commun multiple de plusieurs nombres ^ on 
cherche le plus petit commun multiple des deux premiers, puis celui du 
nombre ainsi obtenu et du troisième nombre, puis celui du nouveau 
nombre obtenu et du quatrième nombre^ et ainsi de suite, jusquà ce qu'on 
ait employé tous les nombres donnés : le dernier plus petit commun 
multiple obtenu est le plus petit commun multiple cherché, 

*187. Lorsque plusieurs nombres sont premiers entre eux deux à deux, 'j 

leur plus petit commun multiple est égal a leur produit. 

Si, par exemple, les nombres a, b, c, d sont premiers entre eux deux à 
deux, leur plus petit commun multiple est égal à leur produit a.bx.d. ] 

En effet, les deux nombres a ei b étant premiers entre eux, leur plus 1 

petit commun multiple est égal à leur produit a.b (185). 

Dès lors, le plus petit commun multiple des trois nombres a, b, c est le 
même que celui des deux nombres a.b et c (186). 

Or, le nombre c, étant premier avec a et avec b, est premier avec le pro- 



— 126 — 

duit a.b (178) : donc le plus petit commun multiple des deux nombres a.b 
et c, et, partant, des trois nombres a, b, c, est égal au produit a,bx (185). 

Dès lors, le plus petit commun multiple des quatre nombres a, b, c, i 
est le même que celui des deux nombres a.bx et d (186). 

Or, le nombre d étant premier avec a, b, c, est premier avec le produit 
a.b.c (178) : donc le plus petit commun multiple des deux nombres a.bx etrf, 
et, partant, des quatre nombres a, ft, c, rf, est égal au produit a,bx,d (185)^ 

*188. Les communs multiples de plusieurs nombres sont les multiples 
mêmes de leur phis petit commun multiple. 

Je dis, par exemple, que les communs multiples des quatre nombres 
a, b, c, d ne sont autre chose que les multiples du plus petit commun 
multiple de ces nombres. 

En effet, soit u le plus petit commun multiple des nombres a et b : les 
communs multiples des quatre nombres a, b, c, d seront les mêmes que 
les communs multiples des trois nombres u, c, d (186). 

Soit V le plus petit commun multiple des nombres u et c : les communs 
multiples des trois nombres u, c, d seront les mêmes que les communs 
multiples des deux nombres v ei d (186). 

Enfin, soit M le plus petit commun multiple des nombres v etd: les com- 
muns multiples des nombres v ei d seront les multiples mêmes de M (185) 

Donc les communs multiples des quatre nombres a, b, c, dsont les multiples 
de M, c'est-à-dire (186) les multiples de leur plus petit commun multiple. 



CHAPITRE VII 

DECOMPOSITION DES NOMBRES EN LEURS FACTEURS PREMIERS 

189. Théorème I. Tout nombre entier, qui n'est pas premier, est un 
produit de facteurs premiers. 

En effet, si le nombre N, par exemple, n'est pas premier, son plus 
petit diviseur, autre que l'unité, est un nombre premier (158). Soit a ce 
plus petit diviseur, et soit q le quotient de N par a, on aura 

N = a.q. 
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Si q est premier, N est un produit de deux facteurs premiers, et le 
théorème est démontré. Si q n'est pas premier, son plus petit diviseur, 
autre que Tunité, est un nombre premier. Soit b ce plus petit diviseur, 
et soit r le quotient de q par b, on aura 

q = b.r, 

et, par suite (59), 

N ==a,b.r. 

Si r est premier, N est un produit de trois facteurs premiers, et le 
théorème est démontré. Si r n'est pas premier, on répétera le même 
raisonnement, et ainsi de suite. 

Les quotients successifs q, r, etc., sont des nombres entiers décrois- 
sants : leur nombre est donc nécessairement limité; d'ailleurs, le dernier 
d'entre eux est premier : donc N est un produit de facteurs premiers. 

190. Théorème IL Un nombre n'est décomposable qu'en un seul 
système de facteurs premiers. 

Supposons, par exemple, que le nombre 175, égal au produit des 
nombres premiers o, 5, 7, soit encore égal au produit des nombres 
premiers a, b, c, d, e, en sorte que l'on ait 

5.5.7 = a,b.c.d.e. 

Le facteur 5, divisant le premier produit (124), divise aussi le second,, 
qui, par hypothèse, est égal au premier; de plus, le facteur 5, étant 
premier, divise l'un au moins des facteurs de ce second produit (177), 
le facteur a, par exemple; enfin, puisque le facteur qu'il divise est 
aussi premier, il doit lui être égal : on a donc a = 5, et, par suite, 

5.5.7 = 8,b.c.d.e, 

Le facteur 5 étant commun aux deux produits, si on le supprime dans 
l'un et l'autre de ces produits, on aura 

5.7 = b.c.d.e. 
On démontrera, comme précédemment, que le facteur 5 du premier 
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de ces nouveaux produits est égal à Tun des facteurs du second, au 
facteur b, par exemple. On a donc 

5.7 = b.c.d.e, 
et, par suite, 

7 == cÂ,e, 

Le nombre 7 est égal à Tun des facteurs du second membre, au 
facteur c, par exemple. On a donc 

7 = l,d.e, 
et, par suite, 

1 = d,e, 

égalité qui n'est possible que si Ton a 

Les facteurs des deux produits 5.5.7 et a.bx sont donc égaux chacun 
à chacun, ce qui démontre le théorème. 

La démonstration qui précède fait voir qu'un facteur premier quelconque 
entre le môme nombre de fois dans les deux produits. 

191. Problème. Décomposer un nombre donné en ses facteurs premiers. 

Soit à décomposer le nombre 14952 en ses facteurs premiers. 

Le nombre 14952, étant terminé par 2, est divisible par le nombre 

premier 2. Effectuant la division, on trouve 7476 pour quotient. On a 

donc 

14952 = 2 X 7476, 

2 

2 et on est ramené à décomposer 7476 en ses facteurs 

2 premiers. 

3 Le nombre 7476, étant terminé par 6, est aussi divisible 
7 par 2. Effectuant la division, on trouve 3738 pour quo- 
tient. On a donc 



14952 

7476 

3738 

1869 

623 

89 

1 



89 



7476 = 2 X 3738, 
et, par suite (59), 

14952 = 2 X 2 X 3738, 

et on est ramené à décomposer 3738 en ses facteurs premiers. 

i 
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Le nombre 3738, étant terminé par 8, est encore divisible par 2. 
Effectuant la division, on trouve 1869 pour quotient. On a donc 

3738 = 2 X 1869, 
et, par suite, 

14952 = 2 X 2 X 2 X 1869, 

et on est ramené à décomposer 1869 en ses facteurs premiers. 
Le nombre 1869 n'est plus divisible par 2; mais son chiffre unique (153) 
' étant 6, il est divisible par le nombre premier 3. Effectuant la division, 
on trouve 623 pour quotient. On a donc 

\ 1869 = 3 X 623, 

et, par suite, 

14952 = 2X2X2X3X 623, 

et on est ramené à décomposer 623 en ses facteurs premiers. 
Le nombre 623 n'est plus divisible par 3. 11 n'est pas non plus divisible 
\ par le nombre premier 5. Mais, divisé par le nombre premier 7, il donne 
î 89 pour quotient, et le reste est nul. On a donc 

623 = 7 X 89, 
et, par suite, 

14952 = 2X2X2X3X7X89. 

Le nombre 89 étant premier, la décomposition est achevée. Ainsi 

14952 == 2» X 3 X 7 X 89. 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour décomposer un nombre en ses facteurs premiers, on le divise 
successivement par les nombres premiers 2, 3, 5, 7, etc., jusqu'à ce qu'on 
tr&uve un diviseur qui donne un reste nul : on a alors le plus petit facteur 
premier du nombre proposé. 

On divise le quotient obtenu par le même nombre premier^ et par les 
nombres premiers suivants, jusqu'à ce qu'on trouve encore un diviseur qui 
donne un reste nul : on a alors un second facteur premier du nombre proposé. 

On opère de la même manière sur le nouveau quotient, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce qu'on obtienne un quotient qui soit premier (160) : ce quotient 
^era le dernier facteur premier du nombre proposé. 

9 
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Lorsque le nombre donné est le produit de deux ou de plusieurs nombres 
connus, il est plus simple de décomposer séparément chacun de ces 
nombres, et de former ensuite un produit unique composé de tous leure 
facteurs premiers (57). 



CHAPITRE VIII 

DES DIVISEURS SIMPLES & COMPOSÉS DES NOMBRES 

192. Les diviseurs d'un nombre sont appelés simples ou composés, 
suivant qu'ils sont premiers ou non premiers. 

193. Théorème L Pour qu'un nombre soit divisible par un autre 
nombre, il faut et il suffit que le premier contienne tous les facteurs 
premiers du second, et chacun d'eux au moins le même nombre de fois. 

Cette condition est nécessaire; car, si le premier nombre est divisible 
par le second, il est égal au produit du second par un certain nombre 
entier : donc il renferme tous les facteurs premiers de ce second nombre. 

Cette condition est suffisante; car, quand elle est remplie, le premier 
nombre peut être décomposé en un produit de deux facteurs, dont l'un 
contienne tous les facteure du second nombre : donc il est divisible par ce 
second nombre. 

Corollaire. Pour qu'un nombre soit une puissance d'un autre nombre, 
il faut et il suffit que les exposants de ses facteurs premiers soient divisibles 
par le degré de la puissance. 

194. Problème. Former tous les diviseurs tant simples que composés 
d'un nombre donné (148). 

Soit proposé de former tous les diviseurs du nombre 360. 

On a 360 == 2^ X 3^ X 5. Par suite, tout diviseur de 360, autre que 
l'unité, renferme un ou plusieurs des facteurs premiers 2, 3, 5, avec les 
exposants 1, 2 ou 3 pour le facteur 2, 4 ou 2 pour le facteur 3, 1 pour 
le facteur 5 (193). 
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Pour former toutes ces combinaisons des facteurs 2, 3, 5, on écrit les 

trois lignes 

1, 2, 22, 23, 

1, 3, 32, 
1, ^, 

ou, si l'on veut, le produit 

(1 + 2 + 22 + 23) X (1 -I- 3 + 32) X (1 -I- 5), 

chaque ligne ou parenthèse étant formée de Tunité et des puissances 
successives de l'un des facteurs premiers du nombre 360, depuis la 
première jusqu'à celle qui figure dans la composition de ce nombre; on 
multiplie ensuite les nombres de la première ligne ou parenthèse succes- 
sivement par chacun des nombres de la seconde, puis les produits trouvés 
successivement par chacun des nombres de la troisième : les derniers 
produits obtenus sont tous les diviseurs du nombre 360. 

En eifet, en multipliant les nombres i, 2, 22, 2^ successivement par 
1, 3, 32, on obtient le diviseur 1 et les diviseurs composés de facteurs 2, 
le diviseur 3 et les diviseurs composés de facteurs 2 et du facteur 3, le 
diviseur 32 et les diviseurs composés de facteurs 2 et du facteur 32. En 
multipliant ensuite les produits précédents par 1 et par 5, on reproduit 
les mêmes diviseurs, puis on forme ceux qui renferment le facteur 5. On 
obtient donc tous les diviseurs de 360. 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour avoir tous les diviseui^s d'un nombre donné, on décompose ce 
nombre en ses facteurs premiers, puis on fait un tableau composé d'autant 
de lignes que le nombre renferme de facteurs premiers différents : chaque 
ligne est formée de Vunité et des puissances successives de Vun des facteurs 
premiers du nombre donné, depuis la première jusqu'à celle qui figure 
dans la composition de ce nombre. On multiplie les nombres de la pre- 
mière ligne par chacun des nombres de la deuxième, les produits trouvés 
par chacun des nombres de la troisième, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on 
ait employé toutes les lignes du tableau : les derniers produits obtenus 
sont les diviseurs du nombre donné. 
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*186. Théorème IL Le nombre des diviseurs d'un nombre, en y com- 
prenant Vunité et le nombre lui-même, est égal au produit des exposants de 
ses facteurs premiers, augmentés chacun d'une unité. 

Soit proposé de trouver le nombre des diviseurs de 360. 

Le nombre 360 étant égal à 2' X 3* X 8, on a vu (194) que tous ses 
diviseurs ne sont autre chose que les différents termes du produit 

(1 + 2 -h 22 + 23) X (1 + 3 + 32) X (1 + S). 

Or le nombre des termes du premier facteur de ce produit est égal à 
3+1, c'est-à-dire à Texposant 3 du facteur 2, plus 1; le nombre des 
termes du second facteur est égal à 2 + 1, c'est-à-dire à l'exposant 2 du 
facteur 3, plus 1 ; et le nombre des termes du troisième facteur est égal 
à 1 + 1, c'est-à-dire à l'exposant 1 du facteur 5, plus 1. Par conséquent, 
en multipliant le premier facteur par le second, on obtiendra (3 + 1) X 
(2 + 1) termes, et, en multipliant ce produit par le troisième facteur, on 
"obtiendra (3 -h 1) X (2 -H 1) X (1 + 1) termes. Donc le nombre des 
diviseurs de 360 est égal à (3 + 1) X (2 + 1) X (1 + 1) ou à 24. 

On peut remarquer que le nombre des diviseurs d'un nombre est pair, 
excepté lorsque ce nombre est un carré (148 ou 193 et 195). 

'196. On appelle nombre parfait celui qui est égal à la sonune de 
ses parties aliquotes, ou à la somme de ses diviseurs excepté lui-même. 
Tel est le nombre 6, qui est égal à la somme de ses diviseurs 1, 2, 3 (*). 

On appelle amiables deux nombres dont chacun est égal à la somme des 
parties aliquotes de l'autre. 

Tels sont les nombres 220 et 284 : car 220 est égal à la somme des 
parties aliquotes de 284, savoir : 1, 2, 4, 71, 142; et, réciproquement, 
284 est égal à la somme des parties aliquotes de 220, savoir : 1, 2, 4, S, 
10,11,20, 22,44,55,110. 



n Les nombres parfaits pairs sont de la forme 2n- t ^j» _ 4)^ 2» — 1 étant premier. On 
en connaît neuf, correspondant aux valeurs suivantes de n : 2, 3, 5, 7, 13, n, 49, 3i, 61- 
On ne connaît aucun nombre parfait impair. 
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CHAPITRE IX 

COMPOSITION DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR & DU PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE 

DE DEUX OU DE PLUSIEURS NOMBRES 

197. Théorème I. Le plus grand commun diviseur de plusieurs 
nombres est égal au produit de leurs facteurs premiers communs, pris 
chacun avec son plus petit exposant. 

Soient les trois nombres 

336 = 2^ X 3 X 7, 480 = 2s X 3 X S, 720 == 2* x 32 X 5. 

Je dis, en premier lieu, que tout diviseur commun à ces Irois nombres 
ne peut contenir que les facteurs premiers communs à tous, savoir, 
2 et 3. 

En effet, un nombre qui renfermerait le facteur premier 7, par exemple, 
ne diviserait pas les nombres 480 et 720, dans lesquels n'entre pas ce 
facteur 7 (193). 

Je dis, en second lieu^ que chacun des facteurs premiers 2 et 3 peut 
recevoir un exposant au plus égal à celui qu'il a dans le nombre où il 
entre avec le moindre exposant : ainsi 2 ne peut avoir un exposant supé- 
rieur à 4, et 3 ne peut avoir un exposant supérieur à 4. 

En effet, un nombre qui renfermerait le facteur 2 avec Vexposant 5, 
par exemple, ne diviserait pas les nombres 336 et 720, dans lesquels ce 
facteur entre avec un exposapt plus petit (193). 

Il suit de là que le plus grand commun diviseur des nombres 336, 480 
et 720 est 2^ X 3 = 48. 

198. Il résulte, de la proposition précédente, qu'on ne change pas le 
plus grand commun diviseur de plusieurs nombres en supprimant, dans 
Vun de ces nombres, un facteur premier avec l'un de-s autres nombres. 

Car on ne supprime de la sorte aucun fadeur premier commun aux 
nombres donnés : donc on n'altère pas leur plus grand commun diviseur. 
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Cette remarque permet souvent de simplifier la recherche du plus 
grand commun diviseur de deux ou de plusieurs nombres. 

Soit à trouver le plus grand commun diviseur des nombres 4800 et 63. 

On supprime, dans le nombre 4800, le facteur 400, premier avec 63, 
ce qui donne 48; puis, dans le nombre 63, le facteur 7, premier avec 48, 
ce qui donne 9. On est ainsi ramené à chercher le plus grand commun 
diviseur des nombres 48 et 9. 

En particulier, lorsqu'on cherche le plus grand commun diviseur de 
deux nombres par la méthode des divisions successives (165), on peut, 
dans chaque reste^ supprimer tout facteur premier avec le reste suivant. 

Car le plus grand commun diviseur des deux nombres est le même que 
celui de deux restes consécutifs (165). On peut donc, d'après ce qu'on vient 
de voir, supprimer, dans l'un de ces restes, un facteur premier avec l'autre. 

199. Dans la pratique, la recherche du plus grand commun diviseur 
de plusieurs nombres, par la méthode de décomposition en facteurs 
premiers, peut être opérée comme il suit : 

Soit à trouver le plus grand commun diviseur des nombres 25â, 360, 432 . 

252 360 432 

126 180 216 

63 90 108 

21 30 36 

7 10 12 

Ayant écrit ces nombres sur une môme ligne horizontale, on remarque 
qu'ils sont tous trois divisibles par le nombre premier 2 : on écrit, dans 
une colonne verticale à droite, le diviseur 2, et, au-dessous des nombres 
donnés, les quotients 126, 180, 216 de leur division par 2. 

Les nombres 126, 180, 216 sont encore tous trois divisibles par 2 : 
on écrit une deuxième fois, dans la colonne verticale à droite, le diviseur 2, 
et, au-dessous des nombres 126, 180, 216, les quotients 63, 90, 108 de 
leur division par 2. 
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Les nombres 63, 90, 108 ne sont plus tous trois divisibles par 2, mais 
ils sont tous trois divisibles par le nombre premier 3 : on écrit, dans la 
<!olonne verticale à droite, le diviseur 3, et, au-dessous des nombres 63, 
90, 108, les quotients 21, 30, 36 de leur division par 3. 

Les nombres 21, 30, 36 sont encore tous trois divisibles par 3 : on 
écrit, une seconde fois, dans la colonne verticale à droite, le diviseur 3, 
et, au-dessous des nombres 21, 30, 36, les quotients 7, 10, 12 de leur 
division par 3. 

Les nombres 7, 10, 12 ne sont plus tous trois divisibles par 3, ni par 
aucun autre nombre premier. 

Les diviseurs premiers communs aux nombres donnés sont donc 2, 2, 
3, 3, et, par suite, le produit 2 X 2 X 3 X 3 ou 36 est le plus grand 
oommun diviseur de ces nombres. 

Mais il est encore plus simple d'opérer de la manière suivante : 



252 


360 


432 




63 


90 


108 


4 


7 


10 


12 


9 



Ayant écrit les nombres 252, 360, 432 sur une môme ligne horizontale, 
on écrit, dans une colonne verticale à droite, un diviseur commun quel- 
conque de ces nombres^ le diviseur 4, par exemple, et, au-dessous de ces 
nombres, les quotients 63, 90, 108 de leur division par 4. 

Les nombres 63, 90, 108 admettent le commun diviseur 9 : on écrit, 
dans la colonne verticale à droite, le diviseur 9, et, au-dessous des 
nombres 63, 90, 108, les quotients 7, 10, 12 de leur division par 9. 

Les nombres 7, 10, 12 sont premiers entre eux : donc le plus grand 
commun diviseur des nombres donnés est 4 X 9 ou 36. 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour trouver le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres, on 
écrit ces nombres sur une même ligne horizontale, en barrant ceux qui 
sont multiples de Vun des autres nombres (163). On écrit, dans une colonne 
verticale adroite, un diviseur commun quelconque des nombres donnés, et on 
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écrit, au-dessous de chaque nombre, son quotient par ce diviseur. On obtient 
ainsi une nouvelle ligne de nombres sur lesquels on opère comme sur les 
nombres donnés, et ainsi de suite, jusqu*à ce qu'on arrive à des nombres 
premiers entre eux. Le produit des diviseurs écrits dans la colonne 
verticale à droite est le plus grand commun diviseur des nombres donnés. 

200. Théorème II. Le plus petit commun multiple de plusieurs 
nombres est égal au produit de tou^ leurs facteurs premiers, pris chacun 
avec son plus grand exposant. 

Soient les trois nombres 

45 = 32 X 5, 48 = 2* X 3, 56 = 23 X 7. 

Je dis, en premier lieu, que tout multiple commun à ces trois nombres 
doit contenir tov^ les facteurs premiers qui entrent dans ces nombres^ 
savoir, 2, 3, 5, 7. 

En effet, un nombre qui ne renfermerait pas le facteur premier 7, par 
exemple, ne serait pas divisible par le nombre 56, dans lequel entre ce 
facteur 7 (193). 

Je dis, en second lieu, que chacun de ces facteurs premiers 2, 3, 5, 7 
doit recevoir un exposant au moins égal à celui qu'il a dans le nombre 
où il entre avec le plus grand exposant : ainsi 2 doit avoir un exposant 
au moins égal à 4, 3 un exposant au moins égal à 2, 5 et 7 un exposant 
au moins égal à 1. 

En effet, un nombre qui renfermerait le facteur 2 avec Texposant 3^ 
par exemple, ne serait pas divisible par le nombre 48, dans lequel ce 
facteur entre avec un exposant plus grand (193). 

Il suit de là que le plus petit commun multiple des nombres 45, 48 
et 56 est 2* X 32 X 5 X 7 = 5040. 

Il résulte, de la proposition précédente, que le plv^ petit commun multiple 
de deux nombres premiers entre eux, et, plus généralement, de plusieurs 
nombres premiers entre eux deux à deux, est égal à leur produit (186 et 1 87) . 

Ainsi le plus petit commun multiple des nombres 27 = 3^, 77 == 7.14, 
80 = 24.5, est 33 X 7.H X 2^.5, ou 27 X 77 X 80. 
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201. Dans la pratique, la recherche du plus petit commun multiple de 
plusieurs nombres, par la méthode de décomposition en facteurs premiers, 
peut être opérée comme il suit : 

Soit à trouver le plus petit commun multiple des nombres 24, 28, 
36, 45, 75, 80. 



24 28 36 45 75 80 

12 14 18 15 25 40 

6 7 9 5 5 20 

3 1 3 1 1 10 

1 1 5 

1 



2 
2 
2 
2 
3 
3 5 5 7 



Ayant écrit ces six nombres sur une même ligne horizontale, on 
remarque que les quatre nombres 24, 28, 36, 80 sont divisibles par le 
nombre premier 2 : on écrit, dans une colonne verticale à droite, le 
diviseur 2, et, au-dessous des nombres 24, 28, 36, 80, les quotients 
12, 14, 18, 40 de leur division par 2. 

Les nombres 12, 14, 18, 40 sont encore divisibles par 2 : on écrit, 
une deuxième fois, dans la colonne verticale à droite, le diviseur 2, et, 
au-dessous des nombres 12, 14, 18, 40, les quotients 6, 7, 9, 20 de leur 
division par 2. 

Les nombres 6 et 20 sont encore divisibles par 2 : on écrit, une 
troisième fois, dans la colonne verticale à droite, le diviseur 2, et, au- 
dessous des nombres 6 et 20, les quotients 3 et 10 de leur division 
par 2. 

Le nombre 10 est encore divisible par 2 : on écrit, une quatrième fois, 
dans la colonne verticale à droite, le diviseur 2, et, au-dessous du 
nombre 10, le quotient 5 de sa division par 2. 

Aucun des nombres 3, 7, 9, 45, 75, 5 n'est divisible par 2, mais les 
nombres 3, 9, 45, 75 sont divisibles par le nombre premier 3 : on écrit, 
dans la colonne verticale à droite, le diviseur 3, et, au-dessous des 
nombres 3, 9, 45, 75, les quotients 1, 3, 15, 25 de leur division 
par 3. 
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Les nombres 3 el 15 sont encore divisibles par 3 : on écrit, une seconde 
fois, dans la colonne verticale à droite, le diviseur 3, el, au-dessous des 
nombres 3 et 15, les quotients 1 et 5 de leur division par 3. 

On continue de la sorte j usqu'à ce que le quotient 1 soit écrit sous chaque 
nombre : le produit de tous les diviseurs premiers écrits dans la colonm 
verticale à droite est le plus petit commun multiple des nombres donnés. 

Mais il est encore plus simple d'opérer de la manière suivante : 



28 36 45 7S 
7 5 15 25 

7 3 5 



Ayant écrit, comme précédemment, les six nombres 24, 28, 36, 43, 
7S, 80 sur une môme ligne horizontale, on écrit, dans une colonne ver- 
ticale à droite, un diviseur quelconque de l'un de ces nombres, le diviseur 
12 du nombre 24, par exemple. 

On divise chacun des nombres donnés par 12, ou, s'ils ne sont pas 
divisibles par 12, par le plus grand diviseur qui leur est commun avec 
12 r ainsi l'on divise 24 par 12, 28 par 4, 36 par 12, 45 par 3, 73 
par 3, 80 par 4, et on écrit, au-dessous de chaque nombre, le quolien' 
correspondant ; ces quotients sont 2, 7, 3, 15, 25, 90. 

le nombre 2, diviseur de 20, et le nombre 3, diviseur de io 
écrit, dans la colonne verticale à droite, un diviseur qoe'- 
un des nombres 7, 15, 25, 20, le diviseur 10 du nombre 30, 

chacun de ces nombres par le plus grand diviseur qui leuf 
avec 10, et on écrit au-dessous le quotient correspondant : 
i sont 7, 3, 5, 2, 

res 7, 3, 5, 2 sont premiers entre eux deux à deux : donc le 
onimun multiple cherché est 7 X 3 X 5 X 2 X 12 X W 
3"esl-à-dire le produit des nombres 7, 3, 5, 2, écriU rfa'W ^ 
lie horizontale, et des nombres 12, 10, écrits dans la colonne 



!.■■ Jl 
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On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour trouver le plus petit commun multiple de plusieurs nombres^ 
on écrit ces iiombres sur une même ligne horizontale, en barrant ceux 
qui sont diviseurs de Vun des autres nombres. On écrit, dans une colonne 
verticale à droite, un diviseur quelconque de Vun des nombres donnés, et 
on écrit, au-dessous de chaque nombre, son quotient par le plus grand 
facteur qui lui est commun avec ce diviseur. On obtient ainsi une nouvelle 
ligne de nombres sur lesquels on opère comme sur les nombres donnés, et 
ainsi de suite, jusquà ce qu'on arrive à des nombres premiers entre eux 
deux à deuac. Le produit des nombres de la dernière ligne horizontale et des 
diviseurs écrits dans la colonne verticale à droite est le plus petit commun 
multiple des nombres donnés. 

202. Théorème III. Le produit de deux nombres est égal au produit de 

leur plus petit commun multiple par leur plv^ grand commun diviseur. 

En effet, le plus grand commun diviseur de deux nombres est égal au 

produit de leurs facteurs premiers communs, pris respectivement avec 

leurs plus peXiXs exposants (197), et leur plus petit commun multiple est 

égal au produit de leurs facteurs premiers, communs ou non communs, 

pris respectivement avec leurs plus grands exposants (200). H résulte de la 

que \ous les facteurs premiers des deux nombres se retrouvent, avec leurs 

exposants, soit dans le plus grand commun diviseur, soit dans le plus petit 

commun multiple. Donc le produit des deux nombres est égal à celui de 

leur plus petit commun multiple par leur plus grand commun diviseur ( ). 

On déduit de là que le plus petit commun multiple de deux nombres est 
égal à leur produit divisé par leur plus grand commun diviseur : proposi- 
tion qui a déjà été établie par d'autres considérations (184). 



n Plus géDéralement, le produit de n nombres est égal au produit d^ |^^'^^^^^*^ ' 
^^xv multiple par le plus grand commun diviseur de leurs produits n 



LIVRE TROISIÈME 



LES FRACTIONS ORDINAIRES 



CHAPITRE I 

208. On nomme fraction ordinaire une ou plusieurs parties de VmiU 
divisée en parties égales. 

Si, par exemple, on divise Tunité en 7 parties égales, et que Ton preniM 
5 de ces parties, on aura la fraction cinq septièmes. 

Le nombre qui indique en combien de parties égales on a partagé 
Tunité s'appelle le dénominateur de la fraction, et le nombre qui indique 
combien on a pris de ces parties s'appelle le numérateur de la fraction. 

Dans Fexemple donné, 7 est le dénominateur et 5 le numérateur. 

Le numérateur et le dénominateur sont appelés les deux termes de /a 
fraction. 

L'appellation de nombres, qui n'a été jusqu'ici appliquée qu'aux nombres 
entiers, sera désormais étendue aux fractions. 

204. Pour écrire une fraction^ on écrit le numérateur, puis, au-dessous ^ 
le dénominateur, et on sépare les deux nombres par un trait horizontal ('). 
La fraction cinq septièmes, par exemple, s'écrira f . 

Réciproquement, pour énoncer une fraction, on énonce le numérateurj 
puis le dénominateur, en ajoutant à celui-ci la terminaison ième. 
La fraction ^, par exemple, s'énoncera : neuf treizièmes. 



La barre de fraction a élé employée par Léonard Fibonacci, de Pise, en iSOS; elle est 
probablement due aux Hindous. 



, I 
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Il y a exception lorsque le dénominateur est Tun des nombres 2, 3, 4 : 

on dit alors demi, tiers, quart au lieu de deuxième, troisième, quatrième. 

Ainsi les fractions ^, |, f se lisent : un demi, deux tiers, trois qv^arts. 

Pour énoncer une fraction, on peut encore énoncer le numérateur, puis 
le mot sur, et enfin le dénominateur. 

Cette règle est surtout employée lorsque le dénominateur est un grand 
nombre. Elle Test encore, lorsque le numérateur ou le dénominateur sont 
donnés par des opérations indiquées. 

205. Il suit, de la nature de la fraction : 

1® Que lorsque le numérateur d'une fraction est plus petit que le déno- 
minateur, la fraction est plus petite que Vunité; 

2° Que lorsque le numérateur est égal au dénominateur, la fraction est 
égale à Vunité; 

3® Que lorsque le numérateur est plus grand que le dénominateur, la 
fraction estplu^s grande que Vunité; 

4® Que lorsque plusieurs fractions ont le même dénominateur, celle-là 
est la plus grande qui a le plus grand numérateur ; 

5* Que lorsque plusieurs fractions ont le même numérateur, celle-là 
est la plus grande qui a le plus petit dénominateur, 

206. Toute fraction plus petite que Fu'nité s'appelle fraction propre- 
ment dite. Exemple : |. 

Toute fraction égale à Tunité, ou plus grande que l'unilé, s'appelle 
expression fractionnaire. Exemples : f , ^. 

Enfin, tout nombre, composé d'un entier et d'une fraction proprement 
; dite, s'appelle nombre fractionnaire. Exemple : i^, 

207. Problème I. Convertir un nombre entier en une fraction de déno- 
, minateur donné. 

Soit, par exemple, à réduire le nombre 6 en neuvièmes. 
Puisqu'une unité vaut 9 neuvièmes, 6 unités vaudront 6 fois 9 neu- 
vièmes, ou 54 neuvièmes. On a donc 

9 X 6 _ 54 
^~" 9 "■9- 



— 142 — 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour convertir un nombre entier en une fraction de dénominateur 
donné, on prend pour numérateur de la fraction demandée le produit de 
son dénominateur par le nombre entier, 

208. Problème II. Convertir une expression fractionnaire en nombre 
fractionnaire. 

Soit, par exemple, l'expression fractionnaire ^. 

Puisqu'une unité vaut 7 septièmes, il y a autant d'unités dans 25 
septièmes que 7 septièmes sont contenus de fois dans 25 septièmes. Or 
25 contient 7 3 fois, et il y a un reste 4. Il s'ensuit que 25 septièmes 
valent 3 unités et 4 septièmes. On a donc 

7 ""'^^7- 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour convertir une expression fractionnaire en nombre fractionnaire, m 
divise le numérateur par le dénominateur : l'expression fractionnaire est 
égale au quotient entier, plu^ une fraction ayant pour numérateur le reste 
de la division et pour dénominateur celui de l'expression fractionnaire. 

Lorsque le reste est nul, c'est-à-dire lorsque le numérateur est divisible 
par le dénominateur, la fraction se réduit à un nombre entier, 

209. Problème III. Convertir un nombre fractionnaire en expression 
fractionnaire. 

Soit, par exemple, le nombre fractionnaire 4|. 

Puisqu'une unité vaut 9 neuvièmes, 4 unités valent 4 fois 9 neuvièmes, 

ou 36 neuvièmes, et le nombre 4^ vaut 36 plus 5 ou 41 neuvièmes. 

On a donc 

. 5 _ ^A"t_^ _ il 
9 9 "" 9* 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour convertir un nombre fractionnaire en expression fractionnaire, on 
multiplie le dénominateur de la fraction par V entier; on ajoute au produit 
le numérateur, et on donne pour dénominateur à la somme obtenue celui 
de la fraction qui accompagne rentier. 
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210. Théorème I. Toute fraction est égale au quotient de la division de 
son numérateur par son dénominateur. 

On entend ici, par division, le partage d'un nombre en plusieurs parties 
égales (61). 

Je dis, par exemple, que la fraction | est égale au quotient de S par 7, 
ou à la 7® partie de 5 unités. 

En effet, une unité valant 7 septièmes, 5 unités valent 5 fois 7 septièmes, 
ou 35 septièmes. La V partie de 5 unités est donc la même chose que 
la 7* partie de 35 septièmes, ou que 5 septièmes. 

Il résulte de ce théorème que les notations f et 5 : 7 sont équivalentes, 

211. Problème I. Trouver le quotient complet de la division de deux 
nombres entiers. 

Soit proposé, par exemple, de diviser 68 par 7, c'est-à-dire de trouver 
I la V partie de 68 unités. 

D'après le théorème précédent, le quotient de 68 par 7 est égal à 
l'expression fractionnaire ^. Or, le quotient entier de 68 par 7 étant 9 et 
le reste 5, l'expression fractionnaire ^ est égale au nombre fractionnaire 
^ (208) : c'est ce nombre fractionnaire qu'on appelle le quotient complet 
de la division de 68 par 7. 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour avoir le quotient complet de la division de deux nombres entiers, 
on ajoute au quotient entier la fraction qui a pour numérateur le reste et 
pur dénominateur le diviseur. 

Propriétés des fractions. 

212. Théorème II. Lorsqu'on multiplie ou, qu'on divise le numérateur 
d'une fraction par un nombre entier, la fraction devient ce nombre de fois 
plus grande ou plus petite. 

Soit, par exemple, la fraction | : je dis que, si l'on multiplie le numé- 
rateur 6 par 4, la nouvelle fraction ^ sera quatre fois plus grande que |. 

En effet, les fractions ^ et |, ayant le môme dénominateur 9, contiennent 
chacune un certain nombre des mômes parties de l'unité. D'ailleurs, 
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le numérateur 24 étant égal à quatre fois le numérateur 6, la fraction ^ 
contient quatœ fois autant de ces parties que la fraction f. Donc la 
fraction ^ est quatre fois plus grande que la fraction |. 

On démontrerait, de même, que, si Ton divise le numérateur 6 par un 
certain nombre, par 3, par exemple, la nouvelle fraction | sera trois fois 
plus petite que |. 

213. Théorème III. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le dénominateur 
d'une fraction par un nombre entier, la fraction devient ce nombre de fois 
plus petite ou plus grande. 

Soit, par exemple, la fraction | : je dis que, si Ton multiplie le dénomi- 
nateur 9 par 4, la nouvelle fraction ^ sera quatre fois plus petite que f . 

En effet, les fractions ^ et f , ayant le même numérateur 6, contiennent 
chacune un même nombre de parties égales de l'unité. D'ailleurs, le déno- 
minateur 36 étant quatre fois plus grand que le dénominateur 9, les parties 
de Funité, dans la fraction ^, sont quatre fois plus petites que dans la 
fraction f . Donc la fraction ^ est quatre fois plus petite que la fraction f. 

On démontrerait, de même, que, si Ton divise le dénominateur 9 par un 
certain nombre, par 3, par exemple, la nouvelle fraction | sera trois fois 
plus grande que la fraction 



6 
9* 



214. Théorème IV. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise les deux 
termes d'une fraction par un même nombre entier, la fraction ne change 
pas de valeur. 

Soit, par exemple, la fraction f . Multiplions le numérateur 6 de cette 
fraction par 4, ce qui donne ^; puis multiplions le dénominateur 9 de la 
fraction ^ par 4, ce qui donne ||. Je dis que la fraction H est égale à la 
fraction f . 

En effet, la fraction |, ayant un numérateur 4 fois plus petit que celui 
de la fraction ^, est 4 fois plus petite que ^ (212). 

La fraction ||, ayant un dénominateur 4 fois plus grand que celui de 
la fraction ^, est 4 fois plus petite que ~ (213). 

Les deux fractions | et || sont donc Tune et l'autre 4 fois plus petites 
que ^ : donc elles sont égales entre elles. 



I 
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On démontrerait, de même, qu'en divisant le numérateur 6 et le déno- 
minateur 9 par un même nombre, par 3, par exemple, on forme une 
fraction | égale à la fraction |. 

On suppose, dans les trois théorèmes qui précèdent, que la division du 
numérateur et du dénominateur par le nombre entier se fait sans reste. 

*216. Théorème V. Lorsqu'on ajoute un même nombre entier aux 
deux termes d'une fraction, cette fraction augmente, si elle est plus petite 
que Vunité, et elle diminue, si elle est plus grande que Vunité; au con- 
traire, lorsqu'on retranche un même nombre entier des deux termes d'une 
fraction, cette fraction diminue, si elle est plus petite que l'unité, et elle 
augmente, si elle est plus grande que l'unité. 

Soit, par exemple, la fraction |, dont le numérateur 5 est moindre que 
le dénominateur 8 : cette fraction est moindre que l'unité, et elle en diifère 
de f moins |, ou de |. Le numérateur 3 de cette différence est égal à la 

; différence des deux termes de la fraction |. 

[ Si Ton ajoute un même nombre, 4, par exemple, aux deux termes de 

i la fraction |, on obtient la fraction f^, dans laquelle le numérateur 9 est 
moindre que le dénominateur 12 : la fraction -^ est donc aussi moindre 
que l'unité, et elle en diffère de W moins ^, ou de ^. Le numérateur 3 
de cette différence est égal à la différence des deux termes de la fraction j^, 
et, par suite, égal au numérateur de la différence précédente ; car, quand 
on augmente deux nombres d'une même quantité, leur différence ne change 
pas (28,4''). 

Ainsi la fraction | diffère de l'unité de |, et la fraction -^ diffère de 
l'unité de ^. Ces deux différences ayant le même numérateur, la plus 
petite est celle qui a le plus grand dénominateur, c'est-à-dire fî- L^i fï'^c- 
tion ^ diffère donc moins de l'unité que la fraction | : donc elle est plus 
grande que |. 
Ainsi, quand on ajoute un même nombre aux deux termes d'une fraction 

,plus petite que l'unité, cette fraction augmente. 

On démontrerait de la môme manière les autres parties du théorème. 

10 



— 146 — 



CHAPITRE II 

216. Simplifier une fraction, oularéduire à une plus simple expression r 
c'est la remplacer par une fraction égale, ayant des termes plus petits. 

On simplifie une fraction en divisant ses deux termes par un même 
nombre (214). 

Ainsi, en divisant les deux termes de la fraction H par 6, on obtient la 
fraction égale mais plus simple |. 

On dit qu'une fraction est irréductible, ou réduite à sa plus simple 
expression, lorsqu'elle ne peut être simplifiée. 

217. Théorème I. Les deux termes d'une fraction irréductible sont 
premiers entre eux. 

Car, s'ils n'étaient pas premiers entre eux, ils admettraient un ou 
plusieurs communs diviseurs, et, en divisant les deux termes de la fraction 
par l'un de ces communs diviseurs, on la réduirait à une plus simple 
expression : cette fraction ne serait donc pas irréductible, ce qui est 
contre l'hypothèse. 

*218. Lorsqu'une fraction a ses deux termes premiers entre eux, on 
voit bien qu'on ne peut la simplifier par la division de ses deux termes 
par un même nombre; mais il n'est pas également clair qu'on ne puisse la 
simplifier par un autre moyen, en retranchant, par exemple, de ses deux 
termes des nombres convenables. La réciproque du théorème précédent 
n'est donc pas évidente : elle ne pourra être établie qu'après la démon- 
stration du théorème qui va suivre. 

219. Théorème IL Lorsqu'une fraction, dont les deux termes sont 
premiers entre eux, est égale à une autre fraction, les deux termes de 
celle-ci sont des équimultiples des deux termes de la première. 
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Soient, par exemple, | une fraction dont les deux termes sont premiers 
entre eux, et ^ une fraction égale à | : je dis que les termes a et ^ de la 
seconde fraction sont des équimultiples des termes 4 et 9 de la première, 
c'est-à-dire que a et ^ sont égaux respectivement aux produits de 4 et de 9 
par un même nombre entier. 

En effet, on a, par hypothèse, 

4 a 

Multiplions les deux termes de la première fraction par b et les deux 
termes de la seconde par 9; on aura (214) 

X ^ a X 9 



9X b b X9' 

^ Ces deux fractions égales ayant le même dénominateur (42), elles ont 
aussi des numérateurs égaux. Donc 

4 X ^==a X 9. 

Ces deux produits étant égaux, le nombre 4, qui divise le premier 
4 X ^, doit diviser aussi le second a X 9. Mais, par hypothèse, 4 est 
premier avec 9. Donc 4 doit diviser a (176). 

Le nombre a est donc égal au produit de 4 par un certain nombre 

entier m, et on peut, dans la dernière égalité, remplacer a par 4 X m (59), 

ce qui donne 

4xft = 4xmX9, 

ou, en divisant ces deux produits égaux par 4 (79), 

b = m X 9 ou ^ = 9 X m. 

Le nombre b est donc aussi égal au produit de 9 par le nombre entier m. 

Ainsi les deux termes a et ^ de la fraction \ sont respectivement les 

produits des deux termes 4 et 9 de la fraction | par un même nombre 

w. 

entier m : c'est ce qu'il fallait démontrer. 

220. Théorème IIL Lorsque les deux termes (Tune fraction sont premiers 
entre eux, cette fraction est irréductible. 
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La fraction ^, par exemple, dont les deux termes sont premiers entre 
eux, est irréductible. 

En effet, les deux termes de toute fraction égale à |f, étant des équi- 
multiples de 18 et de 35 (219), ne peuvent être moindres que 18 X 1 et 
35 X 1, ou que 18 et 35 : donc la fraction ^ ne peut être simplifiée. 

2S1. Problème. Réduire une fraction à sa plus simple expression. 

Soit à réduire la fraction j^\ à sa plus simple expression. 

On détermine le plus grand commun diviseur 9009 des deux termes de 
cette fraction (165), et on les divise par ce plus grand commun diviseur : 
les quotients 3 et 8 sont premiers entre eux (175), et la fraction |, égale à 
la fraction proposée (214), est irréductible (220). 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour réduire une fraction à sa plus simple expression, on divise ses 
deux termes par leur plus grand commun diviseur. 

Dans la pratique, il est ordinairement préférable de supprimer successive- 
ment les facteurs communs que Von aperçoit aux deux termes de la fraction. 

Soit encore la fraction JIH^. 

Les deux termes de cette fraction étant divisibles par 9, on peut la 
remplacer par la fraction |^, et, les deux termes de cell^-ci étant divi- 
sibles par 1 001 , on peut la remplacer à son tour par la fraction | : celle-ci, 
ayant ses deux termes premiers entre eux, est irréductible. 

222. Lorsqu'on a une fraction, telle que ^, dont le numérateur est un 
multiple du dénominateur, si Ton divise les deux termes de cette fraction 
par le dénominateur, on arrive à une expression, telle que f, dont le 
dénominateur est l'unité. 

L'expression f n'a pas de sens par elle-même (203) ; mais, comme la 
fraction ^ est égale à 15 : 3 ou à 5 (208 ou 210), on convient de regarder 
les expressions 5 et f comme synonymes. 

Ainsi tout nombre entier peut être considéré comme une fraction ayant 
pour numérateur cet entier et pour dénominateur Vunité. 

Cette manière de voir permet de généraliser les propositions et les 
règles de calcul relatives aux fractions. 
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CHAPITRE III 

DE LÀ RÉDUCTION DE PLUSIEURS FRACTIONS A UN lAÉMË DÉNOMINATEUR 

223. Réduire plusieurs fractions à un même dénominateur, c'est les 
remplacer par des fractions égales, ayant un môme dénominateur. 

224. Problème I. Réduire deux fractions à un même dénominateur. 
Soit à réduire à un même dénominateur les fractions f et ^ . 

On multiplie les deux termes de la première fraction par le dénomina- 
teur 7 de la seconde, et les deux termes de la seconde par le dénomina- 
teur 4 de la première. On obtient ainsi les deux fractions H et ||, égales 
aux fractions proposées (214), et ayant un môme dénominateur, savoir, 
le produit des dénominateurs des deux fractions données (42). 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour réduire deux fractions à un même dénominateur, on multiplie les 
deux termes de chacune d'elles par le dénominateur de Vautre. 

226. Problème II. Réduire plusieurs fractions à un même dénomi- 
nateur. 
Soit à réduire à un même dénominateur les fractions 

2 3 8 6 
3' 4' 5' 7' 

On multiplie les deux termes de chacune de ces quatre fractions par le 
produit des dénominateurs des trois autres, ce qui donne (56) 

2.4.8.7 3.3.5.7 8.3.4.7 6.3.4.5 
3.4.5.7' 4.3.5.7' 5.3.4.7' 7.3.4.5' 

ou, en efifectuant les multiplications indiquées, 

280 315 672 360 
420' 420' 420' 420* 
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Ces nouvelles fractions sont égales aux fractions proposées (214), et 
elles ont le même dénominateur, savoir, le produit des dénominateurs 
de toutes les fractions données (55). 

On conclut de. là la règle suivante : 

Pour réduire plusieurs fractions à un même dénominateur, on multiplie 
les deux termes de chacune d'elles par le produit des dénominateurs de 
toutes les autres, 

226. Problème III. Réduire deux ou plusieurs fractions au plus petit 
commun dénominateur. 
Soit à réduire au plus petit commun dénominateur les fractions 

25 20 21 24 27 
30' 32' 36' 45' 60* 

On commence par réduire ces fractions à leur plus simple expression, 

ce qui donne 

5 5 _7_ _8^ _9^ 

6' 8' 12' 15' 20* 

Cela posé, le dénominateur de toute fraction égale à la fraction irréduc- 
tible I est un multiple de 6 (219); le dénominateur de toute fraction 
égale à | est un multiple de 8, et ainsi de suite. Donc tout commun 
dénominateur des cinq fractions données est un commun multiple de 
leurs dénominateurs 6, 8, 12, 15, 20, et, par suite, le plus petit commun 
dénominateur de ces fractions est le plus petit commun multiple de ces 
cinq nombres, ou 120. 

Pour ramener chaque fraction à avoir pour dénominateur 120, on divise 
120 par chacun des dénominateurs 6, 8, 12, 15, 20, et on multiplie chaque 
numérateur par le quotient correspondant. On obtient ainsi les fractions 

5 X 20 5 X 15 7 X 10 8X 8 9X6 
~120 ' 120 ' 120 ' 120 ' 120 ' 

ou 

100 75 70 64 54 

120' 120' 120' 120' 120' 
lesquelles sont les fractions demandées. 
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On conclut de là la règle suivante : 

Pour réduire deux ou plusieurs fractions au, plv^ petit commun dénomi- 
nateur, on commence par réduire ces fractions à leur plus simple expression ; 
puis on cherche le plus petit commun multiple des dénominateurs des 
fractions irréductibles obtenues (183, 185, 186, 200, 201) : ce plus petit 
commun multiple est le plv^ petit commun dénominateur des fractions 
proposées. On divise ce plus petit commun dénominateur par le dénomi- 
nateur de chaque fraction irréductible, et on multiplie le numérateur 
correspondant par le quotient obtenu. 

Lorsque le plus petit commun multiple des dénominateurs a été trouvé 
par la décomposition de ces nombres en leurs facteurs premiers (200), on 
obtient le quotient de la division de ce plus petit commun multiple par 
un dénominateur quelconque en supprimant, dans le plus petit commun 
multiple, tous les facteurs de ce dénominateur (80 et 79), et en effectuant 
le produit des facteurs restants. 

Lorsque les dénominateurs de plusieurs fractions irréductibles sont 
premiers entre eux deux à deux, leur plus petit commun multiple est égal 

à leur produit (185, 187, 200) : la règle qui précède rentre alors dans 

celles qui ont été d'abord données (224 et 225). 



CHAPITRE IV 

227. On peut effectuer, sur les fractions, les mêmes opérations que 
sur les nombres entiers. Seulement, les définitions de ces opérations 
doivent être généralisées. 

228. L'addition, en général, est une opération qui a pour but de 
former un nombre renfermant toutes les unités et parties d'unité contenues 
dans plusieurs nombres donnés. 
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On a, par exemple, 



4 : 1 ,U_ 4 + 7 +J4 25 _ S _ 2 
ÎB 18 IS" 15 °°15""3~ 3' 

1 + 2,3 Jl__^ 8^ _9 j__24 

2 "^ 3 4 12 ~ 12 12 12 12 ~ 12 ""^ ^' 

«3 4.o2,„ll ,48,„24,„55 ,„,124. .„.,! .-1 
24 + 8g + 5^^ = 2g5 + 8g5 + 5gjj = 15 + -g^ = 15 + 2^ = 17^-^. 

Ainsi, powr additionner des fractions de même dénominateur, on addi- 
lionne les numérateurs et on donne à la somme pour déîiominateur le 
dénominateur commun. 

Si les fractions n'ont pas le même dénominateur, on commence par 
les réduire à un commun dénominateur, et on applique la même règle. 

Enfin, s'il y a des nombres fractiœmaires, on fait séparément la somme 
des fractions et celle des entiers, en ajoutant à cette seconde somme, s il 
y a lieu, l'entier contenu dans la première, 

229. La soustraction, en général, est une opération qui a pour but de 
retrancher d'un nombre donné toutes les unités et parties d'unité contenues 
dans un autre nombre donné. 

On peut dire encore : la soustraction a pour but, connaissant la somme 
de deux nombres et l'un de ces nombres, de trouver Vautre. 

On a, par exemple, 

13 5 — 13 — 8 _ 8 _4 
48 18~ 18 "■~48~9' 

4 3~"12 12~12' 

12 15 60 60 ""60' 

7 7 7 7 7 

4 5 4 1 

10-3|=10^_4|=6^. 



— 153 - 

Ainsi, ^owr soustraire Vune de Vautre deux fractions de même dénomina- 
teur, on soustrait le numérateur de la seconde du numérateur de la première, 
et on donne à la différence pour dénominateur le dénominateur commun. 

Si les fractions n'ont pas le même dénominateur, on commence par les 
réduire à un commun dénominateur, et on applique la même règle. 

Enfin, s'il s'agit de nombres fractionnaires, on fait séparément la sous- 
traction des fractions et celle des entiers. Si la fraction à soustraire 
surpasse celle dont il faut la soustraire, on augmente celle-ci d'une unité, 
en ajoutant son dénominateur à son numérateur; mais, pour ne pas changer 
la différence cherchée, on augmente aussi d'une unité la partie entière du 
nombre que l'on soustrait (*). 



CHAPITRE V 

230. Multiplier un nombre quelconque par un nombre entier, c'est 
prendre ce nombre autant de fois qu'il y a d'unités dans le nombre entier. 

Cette définition coïncide avec celle qui a été donnée pour les nombres 
entiers (37). 

Soit proposé, par exemple, de multiplier la fraction | par 5. 

Multiplier la fraction | par 5, c'est la prendre 5 fois, ou la rendre 5 fois 
plus grande. Or, pour rendre une fraction S fois plus grande, il suffit de 
multiplier son numérateur par ^ (212). On a donc 

4 4X5 20 2 

9 9 ~~9~9' 

# 

Soit aussi proposé de multiplier le nombre fractionnaire 8| par S. 
Multiplier ^ par 5, c'est prendre S fois la somme 8 4- i. On a donc 

8|x5=8.S + *.5=40 + y = 40 + 2^=42^. 



C) Par exemple, pour soustraire 5f| de ^, on dit : 27 et 8 35, 33 de 35 12 (on écrit if); 
6 de 9 3 (on écrit 3). Mais il est encore plus simple de dire : 23 de â7 4, et 8 12; 6 de 9 3; ce 
qui revient à remplacer 27 + 8 — 23 par 27 — 23 + 8. 
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On peut aussi convertir le nombre fractionnaire 8| en expression frac- 
tionnaire, ce qui ramène au cas précédent. 

231. Lorsque le multiplicateur est une fraction, la définition donnée 
précédemment n'a plus de sens : car un nombre de fois est nécessairement 
entier. On a adopté la définition suivante : 

Multiplier un nombre quelconque par une fraction, c'e&i prendre cette 
fraction du nombre donné; en d'autres termes, c'est partager ce nombre 
en autant de parties égales quil y a d'unités dans le dénominateur, et 
prendre autant de ces parties qu'il y a d'unités dans le numérateur (*). 

La multiplication ainsi entendue n'est plus une opération simple, mais 
une double opération, savoir, la division du nombre par le dénominateur 
de la fraction, et la multiplication du quotient obtenu par le numérateur. 
On a donné à l'ensemble de ces deux opérations le nom de la deuxième. 

Ainsi, multiplier un nombre par ^, c'est prendre les } de ce nombre; 
en d'autres termes, c'est diviser ce nombre par 7, puis multiplier le 
quotient obtenu par 4. 

Mais, pour que la définition nouvelle soit admissible, il faut qu'elle 
coïncide avec la première (230), lorsque la fraction qui sert de multiplica- 
teur se réduit à un nombre entier (208 ou 210). 

Il faut prouver, par exemple, que multiplier un nombre par la fraction 
^, selon la nouvelle définition, revient à le multiplier par le nombre 
entier 5, selon la première définition. 

En effet, d'après la nouvelle définition, multiplier un nombre par y, 
c'est en prendre 35 fois le septième. Or, en prenant 7 fois le septième d'un 
nombre, on reproduit ce nombre. Donc, en prenant 35 fois, ou 5 fois 
7 fois, le septième d'un nombre, on obtient 5 fois ce nombre, ou, d'après 
la première définition, on multiplie ce nombre par 5. 

Il est facile de voir que, suivant que la fraction multiplicateur est 
inférieure, égale ou supérieure à Vunité, le produit eM inférieur, égal ou 
supérieur au multiplicande. 



(*; Cette nouvelle définition permet de résoudre les questions où, parmi les données, ilya 
des fractions ou des nombres fractionnaires, de la même manière que s'il s'agissait de 
nombres entiers (488). 






t 
* 



— 155 — 

232. Soit proposé, en premier lieu, de multiplier le nombre entier 5 
far la fraction |. 

Multiplier 5 par f, c'est prendre les f de 5. Or, le neuvième d'une 
unité étant |, le neuvième de S unités est |. Donc les | de 5 valent 
4 fois |. On est ainsi ramené à multiplier la fraction | par le nombre 
entier 4 (230). On a donc 

5X*-^X4-^><^--^^-2^ 
5Xg~gX4^ ""9~ ~ 9" ~ ^9* 

Soit proposé, en second lieu, de multiplier la fraction f par la fraction |. 

Multiplier | par |, c'est prendre les | de j. Or, prendre le neuvième 
def, c'est rendre cette fraction 9 fois plus petite, ce qui se fait en multi- 
pliant le dénominateur 7 par 9 (213). Le neuvième de j est donc y^, et, 
par suite, les | de | valent 4 fois j-^. On est ainsi ramené à multiplier 
la fraction y—-^ par le nombre entier 4 (230). On a donc 

79 7X9 7X9"" 63* 

Soit proposé, en troisième lieu, de multiplier le nombre fractionnaire 
^ par la fraction |. 
Multiplier 5| par f , c'est prendre les | de la somme 5 + |. On a donc 

K2y^_H4jL24_20_8^_2 8_14 
^3 "9 — 9 "^39"" 9 ^ 27 ~ 9 27 ^27* 

On peut aussi convertir le nombre fractionnaire 5| en expression frac- 
tionnaire, ce qui ramène au cas précédent. 

238. Multiplier un nombre quelconque par un entier joint à une frac- 
tien, c'est le prendre autant de fois qu'il y a d'unités dans V entier, et en 
prendre, de plus, une fraction égale à celle qui accompagne Ventier. 

Cette définition n'est qu'une conséquence de celles qui ont été données 
précédemment (230 et 231). 

Soit proposé, par exemple, de multiplier un nombre quelconque par 5J-. 

Multiplier un nombre par ^, c'est prendre 5 fois ce nombre, plus 

encore les | de ce nombre. On multiplie donc un nombre par 5| en le 



- • :-^^ 
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multipliant séparément par 5 et par |, et en faisant la somme des produits 
obtenus. 

Mais multiplier un nombre par 8 est la même chose qu'en prendre 
les ^ (231). Donc multiplier un nombre par 5|, c'est en prendre les j 
plus les |, ou les ^. Il s'ensuit que, pour multiplier un nombre quelconque 
par un nombre fractionnaire, on peut encore le multiplier par l'expression 
fractionnaire équivalente. 

On a, par exemple, 

4 *3 ^4 3 ^ 4*3 

5 4 11 

^ 8 + 3 + 1+ l =4;, 

OU 

"^4 ^ *3 ~ T ^ "3 ~ 12 ~ "12- 

234. On déduit, des raisonnements qui précèdent, les règles suivantes : 

Pour multiplier une fraction par un nombre entier, ou un nombre 
entier par une fraction, on multiplie le numérateur de la fraction par le 
nombre entier, et on donne au produit pour dénominateur le dénomiM- - 
teur de la fraction. 

Pour multiplier deux fractions, on les multiplie terme à terme; cesl- 
à-dire on multiplie le numérateur de la première par le numérateur de la 
seconde et le dénominateur de la première par le dénominateur de la seconde. 

Si Vun des facteurs ou les dev^ facteur s sont des nombres fractionnaires, on 
les convertit en expressions fractionnaires, et on applique les mêmes règles. 

236. Lorsque l'un des facteurs est un nombre entier, on peut le rem- 
placer par une fraction ayant pour numérateur cet entier et pour déno- 
minateur l'unité (222). 

Lorsque l'un des facteurs est un nombre fractionnaire, on peut le 
remplacer par l'expression fractionnaire équivalente. 

On peut donc énoncer la règle générale suivante : 

Pour multiplier deux nombres quelconques, on les écrit sous forme de 
fractions, et on multiplie ces fractions terme à terme. 
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236. La multiplication d'un nombre par une fraction se fait souvent 
très simplement par la méthode des parties aliquotes (116 et 478), c'est-à- 
dire en décomposant cette fraction en parties aliquotes de Vunité, ou 
aliquotes le^ unes des autres. 

Ainsi, pour multiplier un nombre par f , ou par 1 + |, on augmente 
ce nombre de son cinquième. 

Pour multiplier un nombre par |, ou par 1 — i, ou par | + |, on 
diminue ce nombre de son sixième, ou bien on fait la somme de la moitié 
et du tiers de ce nombre. 

Pour multiplier un nombre par ^, ou par j + n» ^" ajoute au quart 
de ce nombre le sixième du même quart. 

Pour multiplier un nombre par ^, ou par ^ — ji.on prend le neuvième 
de ce nombre, et du quotient on ôte le neuvième de ce neuvième. 

Pour multiplier un nombre par ||, ou par 1 — \ — ^, on le diminue 
de son quart et du huitième de ce quart. 

Pour multiplier un nombre par ^, ou par | — ^ — ê^, on en prend 
\e sixième, puis du quotient on ôte le dixième de ce sixième et le dixième 
de ce dixième. 

Produit de plusieurs nombres. 

237. On définit le produit de plusieurs nombres quelconques de la 
même manière que le produit de plusieurs nombres entiers (54). 

238. Pour multiplier des nombres quelconques, on les écrit sous 
forme de fractions, et on multiplie ces fractions terme à terme. 

S'il y a des facteurs communs aux deux termes de la fraction résultante, 
on les supprime avant d'effectuer les multiplications. 
On a, par exemple, 

^yl2^53_314 83_3X 14X5X3 
.1X43XgXj-;jX-^Xg X|- 1X3X6 xT 

4 ~ 4 ~ "î- 

839. Théorème. Un produit de nombres quelconques ne change pas, 
quand on intervertit l'ordre des facteurs. 
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On a, par exemple, 

3 X 4^ X g X j = 4g X j X g X 3. 

En efTei i238, 55), 

^ ^i^v^y^-^y 14^5 3_ 3X 14XOX 3 
dX4gXgXj-;jX3-Xg ^4- 1X3X6X4 

i4x3x5X3_14 35 3_2 35 
== 3"X 4~X'6 XT~^ ^4^6^1"~*3^4^6^'^- 

240. Il suit de là que les théorèmes suivants sont vrais pour des 
nombres quelconques : 

1*^ On multiplie un nombre par un produit en le multipliant successive- 
ment par les facteurs de ce produit (56) ; 

2<> On multiplie un produit par un produit en formant un produit 
unique composé de tous les facteurs des deux produits donnés (57) ; 

3** On peut, dans un produit de plusieurs nombres, remplacer deux ou 
plusieurs facteurs par leur produit effectué (58) ; 

4** Réciproquement, on peut, dans un produit de plusieurs nombres, rem- 
placer un facteur quelconque par d'autres dont ce facteur est le produit (59); 

5*^ Quand on multiplie Vun des facteurs d'un produit par un nombre, le 
produit est multiplié par ce nombre (60). 



CHAPITRE VI 

DIVISION- IDES r'R-AuCTIONS 

241. La division, en général, est une opération par laquelle, connaissant 
le produit de deux nombres et Vun de ces nombres, on cherche l'autre. 

Puisqu'un produit ne change pas lorsqu'on intervertit l'ordre de ses 
facteurs (239), on peut supposer que le fadeur connu est le multiplica- 
teur, et le facteur inconnu le multiplicande. 

Car, si cette manière de voir peut changer le sens même de ropération, 
elle ne peut, du moins, changer la valeur du facteur cherché, ce qui est 
la seule chose que l'on a en vue ici. 
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On peut donc dire que, diviser un nombre, appelé dividende, par un 
autre nombre, appelé diviseur, c'est chercher un nombre, appelé quotient, 
qui, multiplié par le diviseur, reproduise le dividende. 

Il est entendu que les mots nombre et multiplier ont ici leur 
signification la plus générale (203 et 231). 

242. Théorème L Toute fraction peut être regardée comme le quotient 
de smi numérateur par son dénominateur (210). 

Dans ce théorème et dans le problème suivant, le mot quotient est pris 
dans son acception la plus générale (241). 

Je dis, par exemple, que la fraction | est égale au quotient de S par 7. 

En effet, le produit de ] par 7 est égal à 5 (234 et 208) : donc, par 
définition (241), | est le quotient de 5 par 7. 

Il résulte de ce théorème que les notations 5 : 7 et f sont équivalentes. 

243. Problème I. Trouver le quotient complet de la division de deux 
nombres entiers (211). 

Soit à diviser 68 par 7. 

D'après le théorème précédent, le quotient de 68 par 7 est égal à la 
fraction ^. Or, le quotient entier de 68 par 7 étant 9 et le reste 5, on 
sait (208) que l'expression fractionnaire ^ est égale au nombre fraction- 
naire 9f : c'est ce nombre fractionnaire qu'on appelle quotient complet de 
la division de 68 par 7. 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour avoir le quotient complet de la division de deux nombres entiers, 
on ajoute au quotient entier la fraction qui a pour numérateur le reste et 
pour dénominateur le diviseur, 

244. La division, considérée d'une manière générale (241), présente 
trois cas, le diviseur pouvant être un nombre entier, ou une fraction, ou 
un nombre fractionnaire. 

Supposons d'abord que le diviseur soit un nombre entier, 5, par 
exemple. 
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Le quotient doit être tel que, multiplié par le diviseur 5, il reproduise 
le dividende. Le dividende est donc égal à 5 fois le quotient. Par suite, 
le quotient est égal à l du dividende, ou (231) au produit du dividende 
parf 

Ainsi, pour diviser un nombre quelconque par le nombre entier 8, ou 
par la fraction f (222), on multiplie ce nombre par ^. 

On a, par exemple, 

4 4 w 1 _ £ 

9 • 9 8"~ 45' 

• 

3 "3" 8 "" â* 

Supposons, en second lieu, que le diviseur soit une fraction, f, par 
exemple. 

Le quotient doit être tel que, multiplié par le diviseur f , il reproduise 
le dividende. Or, multiplier un nombre par |, c'est en prendre les f. 
Donc les j du quotient égalent le dividende. Par suite, ~ du quotient 
vaut 5 fois moins, ou ^ du dividende, et le quotient vaut 7 fois plus, ou 
les l du dividende. 

Ainsi, pour diviser un nombre quelconque par |, il faut en prendre les 
l, ou (231) le multiplier par |. 

On a, par exemple, 

8:^ = 8x2 = 1 = 4 

4 S_4 7 _ 28 
9 • 7~9 S" 4S' 

1 .8_10 7_14_ 2 
^3 ■ 7 ~ 3 5 ~ 3 ~ 3' 

Enfin, si le diviseur est un nombre fractionnaire, on le convertit en 
expression fractionnaire, et on est ramené au cas précédent. 
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On déduit, des raisonnements qui précèdent, la règle suivante : 
Pour diviser un nombre quelconque par un autrenombre écrit sous forme 
de fraction^ on multiplie ce nombre par la fraction diviseur renversée. 

Il résulte de cette règl^ que, suivant que le diviseur eM inférieur, égal ou 
supérieur à Vunité, le quotient est supérieur , égal ou inférieur au dividende. 

245. Lorsque les deux termes de la fraction dividende sont respexti- 
vement divisibles par les deux termes de la fraction diviseur, on peut 
obtenir le quotient de ces deux fractions en les divisant terme à terme. 

On a, par exemple, || : y == JÎtt = f • 

En effet, la fraction ^ peut s'écrire \^ ou f X f. Or, lorsqu'on 
divise un produit de deux facteurs par l'un de ses facteurs, le quotient 
est égal à l'autre facteur. Donc le quotient de f X f ou de la fraction 
donnée par ^ est égal à f . 

Lorsque deux fractions ont le même dénominateur, leur quotient est 
égal à celui de leurs numérateurs. 
On a, par exemple, | : | = |. 

246. Théorème II. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le dividende par 
un cef*tain nombre, le quotient est multiplié ou divisé par ce nombre. 

Ainsi, le quotient de | par | étant égal à | X |, celui de | X | par f 
sera égal à | X J X |. 
On a, en effet, 

,9^3J-7~9^3^5~9S^3- 

' De même, le quotient de | : | par f sera égal à (| X J) : |. 

En effet, diviser le dividende par | revient à le multiplier par |. Or, 
d'après ce qu'on vient de voir, en multipliant le dividende par |, on mul- 
tiplie le quotient par |, ou on le divise par |. 

247. Théorème III. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le diviseur par 
un certain nombre, le quotient est divisé ou multiplié par ce nombre, 

I Ainsi, le quotient de \ par \ étant égal à | X |, celui de ^ par J- X | 
sera égala (| X J) : %. 
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On a, en effet, 



4 /S 2\ 4 5X2 _ 4 7X3 __ 4 7 3 
9'i7 3/""9'7x3~95x2""952 

^9 5/ • 3- 

De même, le quotient de J par f : | sera égal à ^ X | X |. 

En effet, diviser le diviseur par ' revient à le multiplier par \. Or, 
d'après ce qu'on vient de voir, en multipliant le diviseur par |, on divise 
le quotient par |, ou on le multiplie par |. 

248. Théorème IV. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise à la fois le 
divide7ide et le diviseur par un même nombre^ le quotient ne change pas. 
Ainsi le quotient de | X | par f X * est égal à celui de J par f . 
On a, en effet, 

'* ^'^\ • /^ y ^\ — ^ ^^ 5X2 _ 4 X^2 7 Xj 
,9 3J • \7 3/ "■ 9 X 3 • 7 X 3 "~" 9 X 3 ^ 5 X 2 

_ 4 7_ 4 5 
— 9 5~" 9 • 7- 

De môme, le quotient de | : | par f : | est égal à celui de ^ par f . 
En effet, diviser le dividende et le diviseur par | revient à les multi- 
plier par I, ce qui, comme on vient de le voir, ne change pas le quotient. 

Les démonstrations qui précèdent sont générales, car le nombre par 
lequel on multiplie ou on divise peut toujours être mis sous forme de 
fraction (238 et 244). 

*249. Problème II. Convertir une fraction ordinaire en une autre ^ 
dénominateur donné. 

Soit proposé, par exemple, de convertir la fraction y en une autre 
ayant pour dénominateur 7. 

La fraction H peut être regardée comme le quotient de 19 par 23 (242), 
ou comme la 23* partie de 19 unités. Or, une unité valant 7 septièmes, 
19 unités valent 19 fois 7 septièmes, ou 133 septièmes. La fraction J|, qui 
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est la 23® partie de 19 unités, vaut donc la 23® partie de 133 septiènaes. Or 
le quotient entier de 133 par 23 est 5. Donc la fraction H est égale à f , à 
moins d'un septième par défaut, et à f, à Jiioins d'un septième par excès. 
De plus, le reste 18 de la division de 133 par 23 étant supérieur à la 
moitié du diviseur, la fraction H est égale à f, à moins d'un demi-septième 
par excès. 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour convertir une fraction ordinaire en une autre de dénominateur 
donné, on multiplie le numérateur de la première par le dénominateur de la 
seconde, et on divise le produit obtenu par le dénominateur de la première : 
le quotient, pris à moins d'une unité par défaut ou par excès, est le numé- 
rateur de la fraction cherchée, à moins d'une unité par défaut ou par excès, 

*260. On appelle nombres réciproques, ou nombres inverses l'un de 
l'autre, deux nombres dont le produit est égal à l'unité. 

L'inverse d'un nombre, écrit sous forme de fraction, est égal à cette 
fraction renversée. 

Ainsi les inverses des nombres 5, f , 1|, ou f, f , |, sont ^, |, |. 



CHAPITRE VII 

ÉLÉVATION AUX PUISSANCES ET EXTRACTION DES RACINES DES FRACTIONS 

261. On appelle, en général, puissance deuxième, troisième, quatrième. . . 
d'un nombre, le produit de 2, 3, 4... facteurs égaux à ce nombre. 

Réciproquement, on appelle racine deuxième, troisième, quatrième,.. 
d'un nombre, un autre nombre qui, élevé à la deuxième, troisième, 
quatrième... puissance, reproduit le premier. 

On a, par exemple (238), 

'2\4 2 2 2 2 2.2.2.2 2^ 16 



• ^ • rr • "^ 



3/ 3 33 3 3.3.3.3 3' 81' 



• w 



— 164 — 

et, réciproquement, 

16 i^'ië 2 



\81 



81 j>85- - S- 

Ainsi, pou7' élever une fraction à une jmissajice quelconque, on élève les 
deux termes de cette fraction à cette puissance. 

Et, réciproquement, pour extraire une racine de degré quelcmique d'une 
fraction, dont les deux termes sont des puissances de ce degré, il suffit 
d'extraire cette racine de chacun de ses termes. 

Dans ce qui va suivre, nous ne parlerons nommément que des puis- 
sances et des racines du second degré, c'est-à-dire des carrés et des 
racines carrées, quoique tout ce qui sera dit soit également applicable à 
des puissances et à des racines de degré quelconque. 

262. Théorème I. Le carré d'une fraction irréductible est une fraction 
irréductible. 

Si la fraction |, par exemple, est irréductible, son carré ^ est aussi 
une fraction irréductible. 

En effet, la fraction ^, étant irréductible, a ses deux termes açX b pre- 
miers entre eux (217). Or, lorsque deux nombres a q{ b sont premiers 
entre eux, deux puissances quelconques de ces nombres sont aussi 
premières entre elles (178). Donc la fraction p est irréductible (220). 

253. Théorème II. Un nombre entier, qui n'est pas le carré d'un 
nombre entier, n'est pas non plus le carré d'un iiomh^e fractionnaire' 

Soit, par exemple, le nombre entier 500, qui n'est le carré d'aucun 
nombre entier : je dis que ce nombre ne peut être le carré d'aucun 
nombre fractionnaire. 

Car, s'il existait un nombre fractionnaire dont le carré fût égal à 500, 
on pourrait remplacer ce nombre par l'expression fractionnaire irré- 
ductible équivalente. Or, d'après le théorème précédent, le carré d'ur i 
fraction irréductible est une fraction irréductible, qui, par suite, ne pei • 
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se réduire à un nombre entier. Donc il ne peut y avoir de nombre frac- 
tionnaire dont le carré soit égal à 500. 

264. Théorème III. Une fraction irréductible, dont les termes ne sont 
pas les carrés de deux nombres entiers y n'est le carré d'aucune fraction. 

Soit, par exemple, la fraction irréductible H, dont les termes ne sont 
pas tous deux des carrés : je dis que cette fraction ne peut être le carré 
d'aucune fraction. 

Car, s'il existait une fraction dont le carré fût égal à H, on pourrait 
supposer cette fraction irréductible. Or, d'après le premier théorème, 
le carré de cette fraction irréductible serait une autre fraction irréduc- 
tible, laquelle aurait pour termes deux nombres carrés. Cette fraction ne 
serait donc pas égale à la fraction irréductible donnée, laquelle n'a pas 
pour termes deux nombres carrés : car deux fractions irréductibles, de 
termes différents, ne peuvent être égales (219). Donc il ne peut y avoir 
de fraction dont le carré soit égal à ||. 

265. Il résulte, des deux théorèmes qui précèdent, qu't7 y a des nombres 
qui ne sont les carrés d'aucun îiombre. 

Lorsqu'un nombre n'est pas un carré, on peut se proposer de trouver 
un nombre dont le carré diffère aussi peu qu'on voudra du nombre donné : 
c'est ce qu'on appelle calculer la racine carrée approchée de ce nombre. 

256. Extraire, à moins d'une unité, la racine carrée d'un nombre, 
carré ou non carré, c'est trouver deux nombres entiers consécutifs, dont 
les carrés comprennent le nombre donné. 

Extraire, à moins d'un douzième, d'un centième, etc., la racine carrée 
d'un nombre, carré ou non carré, c'est trouver deux nombres consécutifs de 
douzièmes, de centièmes, etc., dont les carrés comprennent le nombre donné. 

257. Problème I. Extraire, à moins d'une unité, la racine carrée d'un 
nombre entier. 

Soit proposé, par exemple, d'extraire, à moins d'une unité, la racine 
carrée du nombre entier 500. 
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Le nombre 500 a pour racine carrée entière 22; en d'autres termes, le 
nombre 500 est plus grand que le carré de 22, mais moindre que le carré 
de 23. Donc 22 est la racine carrée de 500, à moins d'une unité par défaut, 
et 23 est la racine carrée de 500, à moins d'une unité par excès. 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour extraire^ à moins d'une unités la racine carrée d'un nombre entier, 
on extrait la racine carrée entière de ce nombre (93) : cette racine carrée 
entière est la racine du nombre donné, à moins d'une unité par défaut, el 
cette même racine entière, augmentée d'une unité, est la racine carrée du 
nombre, à moins d'une unité par excès. 

268. Problème II. Extraire, à moins d'une unité, la racine carrer [ 
d'un nombre fractionnaire. 

Soit proposé, par exemple, d'extraire, à moins d'une unité, la racine 
carrée du nombre fractionnaire 500^. 

Le nombre entier 500 a pour racine carrée entière le nombre 22; en 
d'autres termes, le nombre 500 est plus grand que le carré de 22, mais 
moindre que le carré de 23. Puisque le nombre entier 500 est plus grand 
que le carré de 22, il en est de même, à plus forte raison, du nombre 
fractionnaire 500—, qui est plus grand que 500. D'autre part, le carré dej 
23 ne peut surpasser le nombre entier 500 de moins d'une unité : par' 
conséquent, il surpasse aussi le nombre fractionnaire 500^, qui est plus 
grand que 500 de moins d'une unité. 

Il suit de là que le nombre fractionnaire 500]^ est compris, comme lel 
nombre entier 500, entre les carrés des deux nombres entiers consécutifs 
22 et 23. Dès lors, la racine carrée, à moins d'une unité, du nombre frac- 
tionnaire 500 ï^, est la même que la racine carrée, à moins d'une unité, 
du nombre entier 500. 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour extraire, à moins d'une unité, la racine carrée d'un nombre frac- 
tionnaire, il suffit d'extraire, à moins d'une unité, la racine carrée dà 
l'entier contenu dans ce nombre (257). 
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269. Problème III. Extraire, à moins d'une unité fractionnaire, la 
racine carrée d'un nombre quelconque. 

i*' Si V approximation à obtenir n'est pas désignée, et qu'il s'agisse d'une 
fraction dont le dénominateur soit un carré, on extrait la racine carrée du 
numérateur, à moins d'une unité (257), puis celle du dénominateur. 

Ainsi la racine carrée de la fraction || est |, à moins d'un sixième par 
défaut, et I ou 1, à moins d*un sixième par excès. 

2° Si l'approximation à obtenir n'est pas désignée, et qu'il s'agisse d'une 
fraction dont le dénominateur ne soit pas un carré, on multiplie les deux 
termes de la fraction par un nombre convenable, de manière à rendre le 
dénominateur carré (*) : on est alors ramené au cas précédent. 

Ainsi la racine carrée de la fraction f| ou || est f ou |, à moins d'un 
neuvième par défaut, et \, à moins d'un neuvième par excès. 

3° Mais supposons que l'approximation à obtenir soit désignée, et qu'il 
s'agisse, par exemple, d'extraire la racine carrée de la fraction |f, à moins 
à' un vingtième. 

Il s'agit de trouver deux nombres consécutifs de vingtièmes, entre les 
carrés desquels soit comprise la fraction |f . 

Soient oj et a; + 1 ces deux nombres de vingtièmes : les fractions -^ 

et ^' ' ' seront l'une plus petite, l'autre plus grande que la fraction y. 

On aura donc 

£l i? (^ + 1)^ 
1202 < 27 "^ 202 * 

Multiplions chacune de ces trois fractions par 20^; il viendra 

a;2 < i^ X 202 < (X + 1)2. 



(*) Pour avoir le plus petit dénominateur carré, on décompose le dénominateur de la fraction 
donnée, supposée irréductible, en ses facteurs premiers, et on multiplie les deux termes de 
la fraction par ctiaque facteur premier du dénominateur dont Texposant est impair (193). 
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Ainsi les deux nombres ac^ et (x + i)^ sont Tun plus petit, l'autre plus grand 
que le nombre || X 202 : d^nc x et a:; + 1 sont les racines carrées, à 
moins d'une unité par défaut et par excès, du nombre \j X âO^. 

Le produit j| X 20^ est égal à 237^, et la racine carrée de ce nombre, 
à moins d'une unité, est la même que celle du nombre 237 (258), savoir, 
15, à moins d'une unité par défaut, et 16, à moins d'une unité par excès. 

La racine carrée de la fraction ^ est donc 5^ ou f , à moins d'un ving- 
tième par défaut, et î| ou 5, à moins d'un vingtième par excès. 

On déduit de là la règle suivante : 

Pmir obteyur, à moins d'une unité fractionnaire donnée, la racine carrée 
d'un nombre quelconque, on multiplie ce nombre par le carré du dénomi- 
nateur de r approximation; on extrait ensuite, à moins d'une unité, la 
racine carrée de l'entier contenu dans ce produit (257), et on donne pm* 
dénominateur à cette racine le dénominateur de l' approximation. 

*S60. Comme nous l'avons dit, les théorèmes et les règles qui précèdent 
sont applicables à des puissances et à des racines de degré quelconque. 

Pour extraire, par exemple, la racine cubique de la fraction ^, à imiu 
d'un vingtième, on multiplie cette fraction par 20^, ce qui donne |f X 2(P, 
ou 4740|f . La racine cubique entière de 4740 étant 16, on en conclut 
que la racine cubique de H est f| ou f , à moins d'un vingtième par défaut, 
ef 15, à moins d'un vingtième par excès. 

De même, pour extraire la racine sixième du nombre 1234S679, 
à moins d'un tiers, on multiplie ce nombre par 3*, ce qui donne 
89999999181, dont la racine sixième entière est 66 (110) : on en 
conclut que la racine sixième de 12345679 est ^ ou 22, à moins d'un , 
tiers par défaut, et ^ ou 22^, à moins d'un tiers par excès. 

Mais il est plus simple, dans ce dernier exemple, d'extraire la racine 
carrée de 12345679, à moins d'un tiers par défaut, ce qui donne 11111; 
puis la racine cubique de 11111, à moins d'un tiers par défaut, ce qui 
donne 22 : d'où l'on conclut encore, par un raisonnement qui a déjà été 
employé (110), que la racine sixième de 12345679 est 22, à moins d'un 
tiers par défaut, et 22| à moins d'un tiers par excès. 
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CHAPITRE VllI 



261. On n'a considéré jusqu'ici que les fractions appelées ordinaires, 
lesquelles sont à termes entiers (203), et on a vu (242) que de telles 
fractions sont égales aux quotients de leurs numérateurs par leurs 
dénominateurs, en sorte que les notations f et 5 : 7, par exemple, sont 
équivalentes. 

Réciproquement, on est convenu de donner le nom générique de fraction 
au quotient indiqué de la division de deux nombres quelconques, et de 
regarder comme équivalentes, par exemple, les notations 

_S 3 ,7 
^7 • 4 ®' T- 

4 

Pour justifier celte nouvelle définition, il est nécessaire de faire voir 
que les propositions et les règles de calcul, démontrées pour les fractions 
ordinaires, sont applicables aux fractions considérées de cette manière 
plus générale. 

Propriétés générales des fractions. 

262. Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le numérateur d'une fraction 
par un nombre quelconque, la fraction est multipliée ou divisée par ce 
nombre. 

Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise le dénominateur d'une fraction par 
un nombre quelconque, la fraction est divisée ou multipliée par ce nombre. 

Lorsqu'on multiplie ou qu'on divise les deux termes d'une fraction par 
m même nombre, la fraction ne change pas de valeur. 

Ces propositions générales sont vraies pour des fractions à termes 
quelconques (246, 247, 248), et elles coïncident avec les propositions par- 
ticulières démontrées pour les fractions à termes entiers ^212, 213, 214). 
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Il résulte de la dernière proposition qu'on peut simplifier une fraction 
par la suppression des facteurs communs à ses deux termes. 

Il en résulte aussi que Ton peut étendre à des fractions quelconques 
les règles données pour la réduction des fractions ordinaires à un même 
dénominateur. 

Opérations sur les fractions. 

263. Potir additionne?* des fractions de même dénominateur, on addi- 
tionne les numérateurs et on donne à la somme pour dénominateur le 
dénominateur commun. 

Si les fractions n'ont pas le même dénominateur, on commence par les 
réduire à un commun dénominateur, et on appliqua la même règle. 

Pour démontrer cette règle, identique à celle qui a été donnée pour les 
fractions à termes entiers (228), il suffit de considérer le cas où les frac- 
tions données ont le même dénominateur (262). 

Soit, par exemple, à faire la somme 

8 1 

3 4_ 9 

5 ' 5 • 
7 7 

On a, par définition (261), 

8 4 

3 â,6 «V7. ^L i • * i V I 

6 3' 7 3^6» 6 9'7 9 "^ b' 

7 7 

Par suite, la somme cherchée est égale à 

8 V 7 _|_ 4 V 7 
3 '^ 6 ^ 9 '^ 5» 

ou à 

(3 "■ ïï) '^ 5' 

OU, encore, à 

\3 ' 9/ • 7> 



OU, enfin, par définition (261), à 



ce qui démontre la règle. 



8+4 
3 ^^ 9 

6 1 

7 



J 
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264. Pour soustraire lune de Vaut7'e deux fractions de même dénomina- 
leur, an soustrait le numérateur de la seconde du numérateur de la 
première et on donne à la différence pour dénominateur le dénominateur 
commun. 

Si les fractions n'ont pas le même dénominateur, on commence par les 
réduire à un commun dénominateur, et on applique la même règle. 

Cette règle, identique à celle qui a été donnée pour la soustraction des 
fractions à termes entiers (229), se démontre comme celle de Taddi- 
tion (263). 

265. Pour multiplier deux ou plusieurs fractions, on les multiplie 
terme à terme. 

Pour démontrer cette règle, identique à celle qui a été donnée pour les 
fractions à termes entiers (235 et 238), il suffit de considérer le cas de 
deux facteurs. 

Soit, par exemple, à faire le produit 



* 3 

9 11 



On a, par définition (261), 



3 



5 i . 7 1 v 9. _i_ 2 • J_ d. y il 

7 5*9"^6'^7» J_ 4*11 4^^ 8* 

9 11 

Par suite, le produit cherché est égal à 

(4 X f) X (f X V), 

ou à 

4X3 \/ 9X11 
5 X 4 '^ 7 X 2 > 

ou à 

4X3 . 7 X S 
5X4 * 9 X m 

ou, encore, à 

(5 ^ 4) • (g '^ TVi 

OU, enfin, par définition (261), à 

4 V 3 
6 '^ 4 



oe qui démontre la règle. 



7 V 2 
9 ^ Tï 



8 » 
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266. Un produit de nombres quelconques ne change pa^, quand on 
intei'vertit V ordre des facteurs. 

Ce théorème est identique à celui qui a été donné pour les fractions à 
termes entiers (239), et se démontre de la même manière. 

267. Pour diviser un nombre quelconque par une fraction-^ on multi- 
plie ce nombi'e par la fraction renversée. 

Cette règle est identique à celle qui a été donnée pour la division d'un 
nombre par une fraction à termes entiers (244). 
En effet, diviser un nombre quelconque par une fraction, telle que 

3 

JL 

JL ' 

11 

c'est, par définition (261), le diviser par 



ou par 

ou, enfin, par 



3 . JL 

1 • n> 



3 V *t 

4 '^ T> 



3X11 
4 X S ' 



Or ceci revient (244) à multiplier le nombre par 



ou par 
ou par 



4X8 
3X11» 



11 '^ 3» 



J_ • 3 

11 • 4» 



ou, enfin, par définition (261), par 



8_ 
11 

3 » 

T 



ce qui démontre la règle. 
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LIVRE QUATRIÈME 



LES NOMBRES DÉCIMAUX 



CHAPITRE I 

268. On appelle, en général, fraction ordinaire, une fraction quel- 
conque à termes entiers (203 et 261), et, plus spécialement, une fraction 
à termes entiers, dont le dénominateur n'est pas une puissance de 10. 

I 

On appelle fraction décimale une fraction à termes entiers, dont le 
I dénominateur est 10, 100, 1000, ou, en général, une puissance quelconque 
de 10. 

Ilne fraction décimale exprime donc un certain nombre de dixièmes^ 
ou de centièmes, ou de millièmes, ou de dix-millièmes, ou de cent-mil- 
lièmes, ou de millionièmes, ou de dix-millionièmes, ou de cent-millio- 
; nièmes, ou de billionièmes, etc., de l'unité. 

' Les dixièmes, les centièmes, les millièmes, les dix-millièmes, etc., sont 
i appelés respectivement unités décimales du premier ordre, du deuxième 
I oi'dre, du troisième ordre, du quatrième ordre, etc. 

I Une unité décimale d'un ordre quelconque vaut dix imités décimales de 
ï ordre qui le suit. 

On appelle nombre décimal celui qui est composé d'un nombre entier et 

fdune fraction décimale, comme 3^^. 

i 

Par extension, on appelle nombre décimal une fraction décimale quel- 
; conque, plus grande que l'unité, comme fH, ou égale à l'unité, comme j~, 
ou même plus petite que l'unité, comme j^. 
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269. Un nombre décimal quelconque peut être considéré comme com- 
posé d'une partie entière, laquelle peut être nulle, et d'une suite de fractions 
décimales d'ordres successifs, dont les numérateurs sont moindres que 10, 

Le nombre décimal fiJ-JÎ J , par exemple, est égal à 

300000 ^ 10000 , 4000 , 100 ^ 50 , 9 



100000 100000 100000 100000 100000 100000* 

ou i214) à 



10 ' 100 1000 10000 100000* 

270. Pour pouvoir écrire les nombres décimaux à la manière des nombres 
entiers, c'est-à-dire sans dénominateur, on a fait les conventions suivantes : 

1** On place, à la droite du chiffre des unités, et vers le haut, un 
point, que l'on appelle le point décimal, et qui est destiné à séparer la 
partie entière du nombre de sa partie décimale; 

2® On convient que tout chiffre, placé à la droite d'un autre, représente 
des unités dix fois plus petites. Ainsi le premier chiffre à droite des 
unités simples représente des dixièmes; le chiffre suivant représente 
des centièmes; le chiffre suivant, des millièmes, et ainsi de suite; 

3<* Si le nombre n'a pas de partie entière, on la remplace ou non par 
un zéro, et on remplace de même par des zéros les unités décimales des 
divers ordres qui peuvent manquer. 

D'après ces conventions, les nombres décimaux ^ xoo^qqq , ffj, îô^hôr 
décomposés comme il a été dit (269), s'écriront : 3-14159, 8*07, 0-001(> 
ou 0016. 

En général, pour écrire, à la manière des nombres entiers, un nombre 
décimal écrit à la manière des fractions ordinaires, on écrit la partie 
entière, s'il y a lieu, puis le numérateur, en séparant, sur sa droite, par un 
point décimal, autant de chiffres qu'il y a de %éros au dénominateur. 

Chacun des chiffres écrits à la droite du point décimal s'appelle chiffre 
décimal, ou, simplement, décimale. 

Réciproquement, les nombres décimaux 1*827, 0'09 peuvent s'écrire : 

1887 9 
1000' 100* 



I 
J 
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En génér'fà\, pmir écrire, à la manière des fractions ordinaires, un nombre 
décimal écrit à la manière des nombres entiers , onsuppinme le point décimal,, 
ce qui donne le numérateur, et on prend pour dénominateur V unité suivie 
d'autant de zéros qu'il y a de décimales dans le nomb7*e proposé. 

271. Un nombre décimal, écrit sous forme de nombre entier, peut 
s'énoncer de plusieurs manières : 

1° On énonce d'abord la partie entière, sHl y a lieu, puis la partie 
décimale, comme si elle représentait un nombi^e entier, et ou ajoute le nom 
des unités exprimées par la dernière décimale. 

Ainsi le nombre décimal 7'0432 s'énonce : 7 unités 432 dix-millièmes ;. 

â** Lorsqu'il y a une partie entière, et que le nombre proposé n'a pas 
beaucoup de chiffres, on peut faire abstraction du point décimal, et lire 
le nombi'i^ entier ainsi obtoiu, en ajoutant le nom des unités exprimées 
par la dernière décimale. 

Ainsi le nombre 2'56 peut s'énoncer : 256 centièmes; 

3** Enfin, lorsqu'un nombre renferme beaucoup de chiffres à sa partie 
décimale, on peut décomposer celle-ci en tranches de trois chiffrer, en 
allant de gauche à droite, à partir du point décimal : on énonce alors la 
partie entière, s'il y a lieu, puis successivement chaque tranche décimale^ 
en donnant à chacune le nom des unités qu'exprime son dernier chiffre. 

Ainsi le nombre décimal 3-141592653589 peut s'énoncer : 3 unités^ 
141 millièmes 592 millionièmes 653 billionièmes 589 trillianièmes. 

272. Réciproquement, la manière d'écrire un nombre décimal varie 
avec la manière de l'énoncer : 

1" Lorsqu'on énonce séparément la partie entière et la partie décimale, 
ou écrit d'abord la partie entière, et on la fait suivre du point décimal; 
puis on écrit la partie décimale comme si c'était un nombre entier, et on fait 
en sorte que son premier chiffre A droite exprime des unités décimales de 
l'ordre énoncé : à cet effet, on intercale, s'il est nécessaire, un ouplusieurfr 
zéros entre le point décimal et le premier chiffre décimal significatif. 

Ainsi le nombre décimal 5 unités 89 millionièmes s'écrira 5*000089;. 

2" Lorsqu'il n'y a pas de partie entière, ou lorsqu'on la confond, dans: 
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Vénoncéy avec la partie décimale, on écrit le nombre décimal comme si c'était 
un nombre entier; puis on place le point décimal de manière que le premier 
chiffre à droite exprime des unités décimales de V ordre énoncé. 

Ainsi le nombre décimal 30075 millièmes s'écrira 30*075; 

3° Enfin, lorsque la partie décimale du nombre est énoncée par classes 
de trois ordres, mi écrit, à la suite du point décimal, les centaines, les 
dizaines et les unités de chaque classe, en remplaçant par des zéros les 
ordres qui peuvent manquer. 

Ainsi le nombre décimal 318 millièmes 309 millionièmes 886 hiliio- 
nièmes 183 trillionièmes s'écrira 0'318309886183. 

273. Théorème I. Un nombre décimal ne change pas, lorsqu'on éci'H 
ou qu'on supprime un ou plusieurs zéros à sa droite. 

Ainsi les nombres décimaux 3*75 et 3*750 ont la môme valeur. 

En effet, le premier nombre peut être lu ainsi : 3 unités 7 dixièmes 
5 centièmes, et le second : 3 unités 7 dixièmes 5 centièmes millwme : 
donc les deux nombres ont la même valeur. 

De môme, le nombre entier 14 peut s'écrire H'O, 14*00, etc. 

274. Théorème IL On multiplie ou on divise un nombre décimal 
par 10, 100, 1000,... en déplaçant le point décimal de i, 2, 3... ran^s 
vers la droite ou vers la gauche. 

On a, par exemple, 

0*375X10 = 375, 0*375 X 100 = 37*5, 0*375 X 1000 = 375, etc. 

En effet, en déplaçant le point décimal de 1, 2, 3... rangs vers la droite, 
on fait exprimer à chaque chiffre du nombre 0*375 des unités 10, 100, 
1000... fois plus grandes. Chaque partie du nombre 0*375 devient donc 
10, 100, 1000... fois plus grande, et, par suite, le nombre lui-même 
devient 10, 100, 1000... fois plus grand. 

On démontrerait, de même, que l'on a, par exemple, 

3*6 : 10 = 0'36, 3*6 : 100 =• 0*036, 3*6 : 1000 = 0*0036, etc., 
et aussi, avec un dividende entier, 

25 : 10 = 2*5, 25 : 100 = 0*25, 25 : 1000 = 0*025, etc. 
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276. Problème. Exprimer, à moins d'une unité ou d'une demi-unité 
d'un ordre décimal donné, la valeur d'un nombre décimal. 

Soit proposé, par exemple, d'exprimer, à moins d'un dixième ou d'un 
demi-dixième, la valeur du nombre décimal 0*32859. 

Si l'on observe que la fraction 0*02859, formée par les chiffres qui 
suivent les dixièmes, est moindre qu'un dixième, on en conclura que la 
valeur du nombre proposé est 0*3, à moins d'un dixième par défaut, et 
0*4, à moins d'un dixième par excès. 

Si l'on observe que la même fraction 0'028S9 est moindre que 
S centièmes, ou qu'un demi-dixième, on en conclura que la valeur du 
nombre proposé est 0*3, à moins d'un demi-dixième par défaut. 

On verrait, de même, que la valeur du nombre donné est 0*32 ou 0*33, 
à moins d'un centième par défaut ou par excès, et 0*33, à moins d'un 
demi-centième par excès, et ainsi de suite. 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour avoir, à une unité près d'un oindre décimal donné, la valeur d'un 
nombre décimal, il suffit de supprimer les chiffres écrits à la droite de 
celui qui exprime les unités de cet ordre décimal. 

Si, lorsque le premier chiffre supprimé est 5 ou supérieur à b,on force 
le dernier chiffre conservé, en l'augmentant d'une unité, on a la valeur du 
nombre à une demi-unité près de l'ordre de ce deimier chiffre. 



CHAPITRE II 

OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES DECIMAUX 

276. Les opérations sur les nombres décimaux se définissent de la 
même manière que les opérations sur les fractions en général (227). 

Addition. 

277. Pour faire la somme de plusieurs nombres décimaux, on écrit 
ces nombres les uns au-dessous de^ autres, de manière que to unités de 

12 
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me'me ordre se correspondent. On opère ensuite Vaddition par colonnes 
successives en commençant par la droite, ainsi que l'on fait pour les 
nombres entiers; et on place le point décimal au résultat sur la même 
ligne verticale que dans les nombres proposés. 

Soit, par exemple, à faire l'addition des nombres 3269-21, 1157-36, 
6730-79, 8842-64, ou 3-278, 5*06, 10-007, 0-0225. On aura 



3269-21 




3-278 


11S7-36 




506 


6730-79 




10-007 


8842-64 




0-0225 


20000 


183675 




Soustraction. 





278. Paur trouver la différence de deux nombres décimaux, on écrit 
le plus petit sous le plus grand, de manière que les unités de même ordre 
se correspondent; on fait ensuite la soustraction comme s'il s'agissait de 
nombres entiers, et on place au reste le point décimal sur la même ligne 
verticale que dans les nombres proposés. 

Si l'un des nombres a moins de décimales que l'autre, on suppose qu'il 
y ait des zéros à la place des unités qui manquent. 

Soit proposé, par exemple, de soustraire 3*944 de 10-237, ou 0-625 
de 1*5, ou 0-0005 de 1. On aura 



10-237 
3-944 


1-5 
0-625 


1 
0-0005 


6 293 


875 

Multiplication. 


9995 



279. Soit proposé de multiplier 48 par 0*36, ou 128 par 0*375, ou 
0-3125 par 256. 

Multiplier 4*8 par 0*36, c'est prendre les 0*36 de 4*8, c'est-à-dire 
diviser 4*8 par 100, et multiplier le quotient obtenu par 36 (231). 
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Pour diviser 4*8 par 100, il suffit de déplacer le point décimal de deux 
rangs vers la gauche, ce qui donne 0048 (274) : ce nombre 0*048 a 
autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux facteurs 4'8 et 0'36. 

Pour multiplier 0048 par 36, on observe que 36 fois 48 unités font 
1728 unités : donc 36 fois 48 millièmes font 1728 millièmes, ou 1*728 : 
ce produit 1*728 a autant de chiffres décimaux que le nombre 0*048. 

Donc, pour multiplier 4*8 par 0*36, il suffit de multiplier 48 par 36, 
et de séparer, sur la droite du produit, autant de chiffres décimaux qu'il 
y en a dans les facteurs 4*8 et 0*36. 

On aurait, de même, 128 X 0*375 = 48, et 0*3125 X 256 = 80. 



4-8 


\ 28 


0-3 1 2 S 


0-3 6 


0-3 7 5 


286 


288 


640 


18750 


\ 44 


896 


15 6 2 5 


1728 


384 


6250 



48000 800000 

On peut dire encore : 

Si l'on multiplie 48 par 36, on trouve 1728 pour produit. Mais, en 
remplaçant, dans le produit 4*8 X 0*36, le facteur 4*8 par 48, on multiplie 
ce facteur, et, par suite, le produit lui-môme, par 10 (240, 5<*) ; de même, en 
remplaçant le facteur 0*36 par 36, on multiplie ce facteur, et, par suite, le 
produit lui-même, par 100. Le produit 1728 des deux nombres 48 et 36 est 
donc 10 X 100 ou 1000 fois plus grand que le produit 4*8 X 0*36. Par 
conséquent, ce dernier produit est égal à 1728 : 1000, ou (274) à 1*728. 

Enfin, on peut écrire les deux nombres sous forme de fractions ordi- 
naires (270), ce qui donne (234) : 

4*8 X 0*36 - ^^ X ^^ - ^^^^^ - ^^28 _ 1.728 
48X0^b-j^X^- jôx^ïôô - îôOO ~" ^ '^^' 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour faire le produit de deux nombres décimaux^ on l^s multiplie 
comme s'ils étaient entiers, et on sépare, sur la droite du produit, autant 
de chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux facteurs. 
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Division. 

280. Soit d'abord proposé de ramener la division de deux nombres 
décimaux à celle de deux nombres entiers. 



4-92 : 2-3 

492 230 
460 



4-92 : 


0-23 


492 


! 23 


46 


!21 


32 


1 


23 





9 



49-2 : 0023 
49 200 23 


46 


2139 


32 
23 




90 
69 




210 
207 





32 



SupposonSy en premier lieu, qu'il y ait le même nombre de décimales 
au dividende et au diviseur. 

Soit, par exemple, à diviser 4-92 par 0'23. 

Si l'on multiplie les deux nombres par 100, le quotient ne sera pas 
changé (248), et on sera ramené à diviser 492 par 23. 

Le quotient entier de ces deux nombres est 21 , et le quotient complet 
(243) est 21 



23' 



Supposons, en second lieu, qu'il y ait plus de décimales œu diviseur 
qu'au dividende. Ce cas comprend celui où le dividende serait entier. 

Soit, par exemple, à diviser 49*2 par 0*023. 

Si l'on écrit deux zéros à la droite du dividende, on aura à diviser 
49-200 par 0*023, ou, d'après le premier cas, 49200 par 23. ' 

Le quotient entier de ces deux nombres est 2139, et le quotient complet 
est2139Â. . 

Supposons, en troisième lieu, qu'il y ait plus de décimales au dividende 
qu'au diviseur. Ce cas comprend celui où le diviseur serait entier. 



100 • 10 100 X 23 230 115* 

281. Soit maintenant proposé de trouver, avec un certain nombre de 
décimales y ou à moins d'un dixième^ d'un centième^ d'un millième, etc., le 
quotient de deux nombres entiers ou décimaux, c'est-à-dire de trouver 
deux nombres consécutifs de dixièmes, de centièmes, de millièmes, etc., 
dont les produits far le diviseur comprennent le dividende. 

Supposons d'abord le diviseur entier, et soit, par exemple, à trouver, 
dvec trois décimales, ou à moins d'un millième, le quotient de 49*2 par 23. 

Écrivons, à la droite du dividende, assez de zéros pour qu'il ait trois 
décimales : on aura à diviser 49*200 par 23. Divisons ces deux nombres 
comme s'ils étaient entiers, et, sur la droite du quotient entier 2139, 
séparons trois chiffres décimaux : je dis que le nombre 2*139 ainsi 
formé sera le quotient demandé, à moins d'un millième par défaut, et le 
nombre 2*140 le quotient à moins d'un millième par excès. 



! 

.1 
< I 
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Soit, par exemple, à diviser 4*92 par 2*3. 

Si l'on écrit un zéro à la droite du diviseur, on aura à diviser 4*92 par 
2*30, ou, d'après le premier cas, 492 par 230. 

Le quotient entier de ces deux nombres est 2, et le quotient complet 
est 2^5%. \ 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : j 

Pour trouver le quotient de deux nombres décimaux, on fait en sorte -j 

que ces deux nombres aient le même nombre de décimales, en écrivant, s'il '1 

y a lieu, des zéros à la droite de celui qui en a le moins; puis on fait la 
division des deux nombres comme s'ils étaient entiers. 

On arrive à la même règle en écrivant le dividende et le diviseur sous - 

forme de fractions ordinaires, ce qui donne (244) : 

1 oa A oq _ f8? ^ _ 492 X 100 _ 492 _ 9 

49-2 • 0023 _ f?2 . JL _ ^9^ X ^^^ _ i^^OO _ J^. 

.ne ao 492 23 492 X 10 492 . 16 
4-92 : 2-3 = TT^ : tw = -rK?r-r7-?^ == ^jôTî = 2- 



— 182 — 

En effet, le quotient entier de 49200 par 23 étant 2139, il s'ensuit 
que 49200 unités valent plus de 23 fois 2139 unités et moins de 
23 fois 2140 unités, et que, de même, 49200 millièmes valent plus 
de 23 fois 2139 millièmes et moins de 23 fois 2140 millièmes. Par con- 
séquent, le quotient de 49200 millièmes ou 492 par 23 est 2139 mil- 
lièmes ou 2i39, à moins d'un millième par défaut, et 2140 millièmes 
ou 2 '140, à moins d'un millième par excès. 

Si le diviseur est décimal, on avance, au dividende et au diviseur, 
le point décimal d'autant de rangs vers la droite qu'il est nécessaire pour 
rendre le diviseur entier (248), et on est ramené au cas précédent 

On trouve, par exemple, que le quotient de 4-92 par 0-023, ou de 
4920 par 23, est 2t3'913, à moins d'un millième par défaut, et 213*914, 
à moins d'un millième par excès. 

On voit que la méthode revient, dans tous les cas, à donne?' autant de 
décimales de plus au dividende qu'au diviseur que Von désire avoir de 
décimales au quotient, 

282. Toutefois, dans la pratique, il est plus simple d'opérer de la 
manière suivante : 

Lorsque le dividende et le diviseur ont le même nombre de décimales, on 
fait la division comme s'ils étaient entiers, et on place le point décimal à 
la droite du quotient. On continue ensuite la division en écrivant un zéro 
à la droite du reste, puis à la droite du reste suivant, et ainsi de suite, 
jusqu'à ce qu'on ait au quotient le nombre de décimales que l'on désire. 

Lorsque le dividende a moins de décimales que le diviseur, on écrit, à 
la droite du dividende, assez de zéros pour qu'il ait autant de décimales 
que le diviseur, et on opère comme dans le cas précédent. 

Enfin, lorsque le dividende a plus de décimales que le diviseur, on fait 
encore la division comme s'ils étaient entiers, et on sépare, sur la droite du 
quotient, autant dedécimale^s qu'il y en a déplus au dividende qu'au diviseur. 
On continue ensuite la division comme il a été dit dans le premier cas. 

Il est évident que le quotient, formé d'après cette règle, comporte une 
erreur, par défaut, moindre qu'une unité de l'ordre du dernier chiffre. 
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Lorsque le reste, considéré comme entier, est plus grand que la moitié 
du diviseur, considéré comme entier, on force le dernier chiifre du 
quotient : l'erreur est alors moindre qu'une demi-unité de l'ordre de ce 
dernier chiffre (275). 

Enfin, il est utile d'observer que le reste représente des unités de 
même ordre que le dernier chiifre décimal du dividende donné, suivi 
des zéros que Ton a écrits à la droite des restes successifs. 

Élévation aux puissances. 

283. Soit proposé de former la quatrième puissance du nombre 0*312. 
La quatrième puissance de 0*312 n'est autre chose que le produit 

0-312 X 0-312 X 0-312 X 0312 (251). Il suffit donc, d'après la règle 
donnée pour la multiplication des nombres décimaux (279), d'effectuer 
le produit 312 X 312 X 312 X 312, ou, en d'autres termes, de former 
la quatrième puissance de 312, et de séparer, sur la droite du résultat, 
douze chiffres décimaux, c'est-à-dire quatre fois autant de chiffres 
décimaux qu'il y en a dans le nombre 0-312. On trouve ainsi 
0-009 475 854 336 pour la quatrième puissance demandée. 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour former la puissance deuxième , troisième, quatrième. . . d'un nombre 
décimal, on fait la puissance deuxième, troisième, quatrième.., de cenombre, 
abstraction faite du point décimal, et on sépare, sur la droite du 7'ésultat, 
2, 3,4... fois autant de chiffres décimaux qu'il y en a dans le nombre donné. 

Extraction des racines. 

284. Soit proposé d'extraire, avec deux décimales, ou à moins d'un 
centième, la racine carrée du nombre 48*7. 

On écrit, à la droite de ce nombre, assez de zéros pour qu'il ait un 
nombre de chiffres décimaux double du nombre de ceux qu'on veut avoir 
à la racine : on est ainsi ramené à extraire la racine carrée du nombre 
48-7000. 
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On extrait, à moins d'une unité (257), la racine carrée de ce nombre, 
considéré comme entier, et, sur la droite de cette racine, on sépare deux 
chiffres décimaux : le nombre ainsi obtenu est la racine carrée demandée. 

4 8-7 0.0 0! 6-97 
36 



12 7.0 
1161 

109 00 
9709 



129 
9 



1387 

7 



1161 9709 



4 8-7 0.0 


365 




27 


2700 
840 
36 


2700 388800 


217.00 
19686 


1080 5400 
108 25 


20440.00 
1971 128 


3276 
6 


3888 394225 

5 


72878 


19686 


197H25 



1191 

En effet, soit 697 la racine carrée entière du nombre 487 000. Le nombre 
487 000 étant compris entre 6972 et 6982, le nombre 487000 : 10 000 ou 
48-7 sera compris entre 6972 . looOO et 6982 : 10000, ou entre 6*972 
et 6*982. Par conséquent, la racine carrée de 48*7, à moins d'un centième 
par défaut, ou avec deux décimales exactes, est 6*97, et la racine carrée, 
à moins d un centième par excès, est 6*98 (259). 

On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pou7' trouver, avec 1, 2, 3, 4... chiffres décimaux, la 7'acine cannée 
d'un nombre entier ou décimal, on écrit, à la droite de ce nombre, asser, de 
zéros pour qu'il ait 2, 4, 6, 8... chiffres décimaux. On extrait ensuite, à 
moins d'une unité, la racine cannée du nombi'e ainsi écrit, considéré comme 
entier, et on sépare, sur la droite de cette racine, 1, 2, 3, 4... chiffres 
décimaux : le nombre ainsi obtenu est la racine carrée demandée. 

286. 11 est facile d'étendre la règle qui précède à l'extraction d'une 
racine de degré quelconque d'un nombre entier ou décimal. 

Pour extraire, par exemple, avec deux décimales, la racine cubique du 
nombre 48*7, on écrit ce nombre avec six chiffres décimaux, ce qui ; 
donne 48*700000; on extrait, à moins d'une unité, la racine cubique du ^ 
nombre ainsi écrit, considéré comme entier, ce qui donne 365 ou 366; 
enfin, sur la droite de cette racine, on sépare deux chiffres décimaux : oa 
obtient ainsi 3*65 ou 3*66 pour la racine cubique demandée. 
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CHAPITRE III 



*286. Lorsque la racine carrée d'un nombre entier ou décimal doit 
\ avoir un grand nombre de figures, on peut déterminer cette racine par 
' une méthode abrégée, que nous allons exposer dans ce chapitre (*). 

î *287. Théorème I. Oii trouve exactement le^ dizaines^ ou les centaines^ 

m 

l m les mille.,, de la racine carrée entière d'un nombj^e, en extrayant 
; la racine cannée entière des centaines, ou des dizaines de mille, ou des 
millions... de ce nombre. 

Soit, par exemple, le nombre 123456789. La racine carrée entière du 
nombre des millions 123 étant 11, je dis que 11 est le nombre des mille 
; de la racine carrée entière du nombre 1234S6789. 

En effet, la racine carrée entière de 123 étant supposée égale à 11, on a 

112 < 123 < 122. 

La première inégalité n exclut pas l'égalité, car le nombre des millions 
pourrait être un carré parfait; mais les deux derniers nombres diffèrent 
d'au moins une unité. 

De ces inégalités on déduit, en multipliant chaque nombi'e par 1 000000, 

112 . 4 000000 < 123000000 < 122 . 1 OOOOOO. 

Les deux derniers nombres diffèrent maintenant d'au moiiis un million. 
Si donc on ajoute au nombre 123000000 le nombre 456789, qui est 
moindre qu un million, la seconde inégalité subsistera encore, et à plus 
forte raison la première. On aura ainsi 

112 . 1 OOOOOO < 123456789 < 122 . loOOOOO, 

ou 

110002 < 123456789 < 120002. 



(*) Journal de Mathématiques élémentaires de BouRGET, tome I, page i94. 
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Le nombre 123456789 est donc plus grand que le carré de 11 mille, 
mais moindre que le carré de 12 mille : donc 11 est le nombœ des mille 
de la racine carrée de ce nombre. 

Quand on a obtenu les dizaines, ou les centaines, ou les mille... de La 
racine, on en fait le carré, et on retranche ce carré du nombre proposé : 
nous appelons re^te le résultat de cette soustraction. 

Dans l'exemple considéré, le reste est 2456789. Nous le désignerons, 
pour abréger, par la lettre R. 

*288. Théorème II. Si Von divise le reMe par le double des dizaineSy 
ou des centaines y ou des niiile... de la racine, le quotient entier est une 
limite supérieure du nombre des unités de la raciste. 

En effet, le reste R contient le double produit des 11 mille de la 
racine par les unités, plus le carré des unités, plus le reste final de Topé- 
ration, s'il y en a un. Si donc on divise R par le double des mille de la 
racine, ou par 22000. le quotient entier sera une limite supérieiire du 
nombre des unités de la racine. 

On sait d'ailleurs que, pour diviser R ou 2456789 par 22000, il 
suffit (73) de diviser 2456 par 22, ce qui donne le quotient entier 111, 
et d'écrire, à la droite du reste 14, les chiffres supprimés à la droite du 
dividende, ce qui donne le reste 14789. 

*289. Théorème III. Pour vérifier si la limite supérieure des unités de 
la racine n'est pas trop forte, on fait le carré de ce nombre : si ce carré 
peut être soustrait du reste de la division qui a donné la limite supérieure, 
cette limite est le nombre exact des unités de la racine, et le résultat de la 
soustraction est le reste final de V opération. 

En effet, le reste R contient le double produit des 11 mille de la racine 
parles unités, le carré des unités et le reste final de l'opération. Si le quotient 
entier 111 de la division de ce reste par le double des mille, ou par 22 000, 
est le nombre exact des unités de la racine, le reste de cette division 
contiendra encore le carré des unités et le reste final de l'opération. Le 
carré du quotient doit donc pouvoir se retrancher du reste de la division. 

Le carré du quotient 111 est 12321, nombre moindre que le reste 



I 
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44789 : donc 11111 est la racine carrée entière du nombre 123456789, 
et le reste de l'opération est 14789 moins 12321 ou 2468. 

Lorsque le carré du quotient surpasse le reste de la division, on peut 
ajouter à ce reste 1, 2, 3... fois le diviseur, et retrancher du quotient 
respectivement 1, 2, 3... unités, jusqu'à ce qu'on ait un nombre dont le 
carré puisse être soustrait du reste correspondant : ce nombre sera celui 
des unités de la racine, et le résultat de la soustraction sera le reste final 
de l'opération. 

*S90. Lemme. Si Von divise le reste par le double plus un des dizaines, 
ou des centaines y ou des mille... de la racine, le quotient entier est inférieur 
à 10, ou à 100, ou à 1000... 

Dans l'exemple considéré, le quotient de la division du reste R par le 
double plus un des mille de la racine, ou par 23000, est inférieur à 1000. 

On a, en effet, d'après le premier théorème, 

123456789 < 120002. 
Or 

120002 = (11 + 1)2.1000000 

= (121 + 22 + l).l 000000 = 121000000 + 23000000. 
Donc 

123456789 < 121000000 + 23000000. 

On tire, de là, 

123456789 — 121000000 < 23000000, ou R < 23000000, 

d'où, enfin, 

^ < 1000. 



23 000 



*291. Théorème IV. Si Von divise le reste par le double plus un des 
dizaines, ou des centaines, ou des mille... de la racine, le quotient entier 
est une limite inférieure du nombre des unités de la racine. 

En effet, soit q le quotient entier de la division du reste R par 23 000 ; 

on aura 

R > 23000.^, 
6t, par suite, 

123456789 > 121000000 + 22000.^ + 1000.^. 
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Remplaçons, dans le dernier terme du second membre, le nombre 1000 
par le quotient q, qui, d'après le lemme précédent, est inférieur à lOOO : 
rinégalité subsistera à plus forte raison, et on aura 

123456789 > 11000^ -h 22000.(/ -f q^, 
ou 

123456789 >(11000 + g)2. 

Donc q est une limite inférieure du nombre des unités de la racine. 

*292. Théorème V. Les deux limites supérieure et inférieure diffèrent 
au plus d'une unité, lorsque le nombre des dizaines de la racine est au 
moins 5, ou le nombre des centaines au moins 50, ou le nombre des mille 
au moins 500... 

Raisonnons toujours dans le cas où la racine est partagée en mille et 
unités, et désignons par a le nombre des mille de cette racine. 

La partie entière du quotient 

R 
2a. 1000 

est la limite supérieure, et la partie entière du quotient 

R 
(2a + 1). 1000 

est la limite inférieure du nombre des unités de la racine. Or la difFérence 
de ces deux fractions est 

ou Q I >iv viAAA • 2a, 



2a. (2a + 1). 1000' i2a -h 1). 1000 

c'est-à-dire le quotient d'un nombre que nous avons démontré être 
inférieur à 1000 (290), par un nombre qui, par hypothèse, est au moins 
égal à 1000 : donc cette différence est inférieure à 1, et, par suite, les 
deux limites diffèrent au plus d'une unité. 

*298. On déduit, des théorèmes qui précèdent, la règle suivante : 
Pour extraire la racine carrée d'un nombre, dans le cas oii cette racine doit 
avoir un grand nombre de figurer, on détermine, par la méthode ordinaire. 



J 
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plus de la moitié des chiffres de cette racine^ ou même seulement la moitié, 
.si le nombre total des chiffres est pair, et que le premier soit au moins 
égal à b; on obtient ensuite tous les autres en divisant le dernier reste, 
^uivi des tranches non employées, par le double de la racine déjà trouvée, 
suivi d'autant de zéros qu'il reste de chiffres à obtenir : seulement le 
dernier chiffre à droite de la racine peut être trop fort d'une unité. 

En effet, d'après le deuxième théorème, le quotient entier de cette 
division est une limite supérieure du nombre formé par les chiffres 
encore inconnus de la racine, et, d'après le cinquième théorème, cette 
limite peut être trop forte au plus d'une unité. 

*294. Soit proposé, par exemple, d'extraire la racine carrée entière 
du nombre 7 213895957568729. 

La racine carrée de ce nombre devant avoir huit chiffres, dont le 
premier sera 8, on détermine, par la méthode ordinaire, les quatre 
premiers chiffres de cette racine : on trouve 8493, et le reste est 7910. 

Pour avoir les quatre autres chiffres, on divise ce reste, suivi des 
tranches non employées, par le double de la racine trouvée, suivi de 
quatre zéros, ou 791057 568 729 par 169860000 : le quotient entier est 
4657 et le reste 19548729 (73). Le carré 21687649 de ce quotient 
étant plus grand que le reste 19548 729, la limite 4657 est trop forte, 
et, comme elle ne peut être trop forte que d'une unité, on en conclut que 
la racine carrée entière du nombre proposé est 84934656. 

Pour avoir le reste final de l'opération, on ajoute au reste 19548729 
le diviseur 169860000, et de la somme on retranche le carré de 4656. 

On obtient rapidement le carré de 4656 en retranchant du carré de 
4657, précédemment formé, lé double moins un de ce nombre. On a, en effet, 

46562 = (4657 _ 1)2 = 46572 — 2 fois 4657 + 1. 

*295. Soit encore proposé d'extraire, à un grand nombre de figures, 
la racine carrée de 17. 

On détermine, par la méthode ordinaire, les trois premiers chiffres de 
cette racine : on trouve 4*12; le reste, abstraction faite du point décimal, 
est 21 
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Pour avoir les deux chiffres suivants de la racine, on divise le reste, 
suivi de quatre zéros, par le double de la racine, suivi de deux zéros, ou 
2560000 par 82400 : le quotient entier est 31 et le reste 5600. 
Le carré 961 de ce quotient pouvant se retrancher du reste 5600, la racine 
carrée de 17, à cinq figures exactes, est 41231, et le reste est 4639. 

Pour avoir les quatre chiffres suivants de la racine, on divise le reste, 
suivi de huit zéros, par le double de la racine, suivi de quatre zéros, 
ou 463900000000 par 824620000 : le quotient entier est 0562 et le 
reste 463560000. Le carré 315844 de ce quotient pouvant se retrancher 
du reste 463560000, la racine carrée de 17, à neuf figures exactes, 
est 4-12310562, et le reste est 463244156. 

Pour avoir les huit chiffres suivants de la racine, on divise le reste, 
suivi de seize zéros, par le double de la racine, suivi de huit zéros, ou 
4632441 560000000000000000 par 82462112400000000 : le quotient 
entier est 56176605 et le reste 44239598000000000. Le carré 
3155810949326025 de ce quotient pouvant se retrancher du reste 
44239598000000000, la racine carrée de 17, à dix-sept figures exactes, 
est 41231056256176605, et le reste est 41083787050673975. 

Pour avoir les seize chiffres suivants de la racine, on diviserait le reste, 
suivi de trente-deux zéros, par le double de la racine, suivi de seize zéros, 
ou 41083787050673975.1032 par 82462112512353210.10i«. 

Et ainsi de suite. 



CHAPITRE IV 

*296. Lorsque la racine cubique d'un nombre entier ou décimal doit 
avoir un grand nombre de figures, on peut déterminer cette racine par 
une méthode abrégée, que nous allons exposer dans ce chapitre. 

*297. Théorème L On trouve exactement les dizaines, ou les centaines, 
ou les mille, ..delà racine cubique en tière d'un nombre, en extrayant la racine 
cubique entière des mille, ou des millions, ou des billions... de ce nombre. 
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Soit, par exemple, le nombre 654321987. La racine cubique entière du 
nombre des millions 6S4 étant 8, je dis que 8 est le nombre des centaines 
de la racine cubique entière du nombre 654324987. 

En effet, la racine cubique entière de 6S4 étant supposée égale à 8, on a 

83 < 654 < 93. 

La première inégalité n'exclut pas l'égalité, car le nombre des millions 
pourrait être un cube parfait; mais les deux derniers nombres diffèrent 
à'au moins une unité. 

De ces inégalités on déduit, en multipliant chaque nombre par 1 000000, 

8M 000000 < 654000000 < 9M 000000. 

Les deux derniers nombres diffèrent maintenant A' au moins un million. 
Si donc on ajoute au nombre 654000000 le nombre 321987, qui est 
moindre qu'un million, la seconde inégalité subsistera encore, et à plu 
forte raison la première. On aura ainsi 

83 . 1 000 000 < 654 321 987 < 9M 000 000, 
8003 < 654321987 < 9003. 

Le nombre 654321987 est donc plus grand que le cube de 8 centaines, 
mais moindre que le cube de 9 centaines : donc 8 est le nombre des 
centaines de la racine cubique entière de ce nombre. 

Quand on a obtenu les dizaines, ou les centaines, ou les mille... de la 
racine, on en fait le cube, et on retranche ce cube du nombre proposé : 
nous appelons reste le résultat de cette soustraction. 

Dans l'exemple considéré, le reste est 142321987. Nous le désignerons, 
pour abréger, par la lettre R. 

*298. Théorème IL Si Von divise le reste far le triple carré des 
dizaines, ou des centaines, ou des mille... de la racine, le quotient entier 
^^va une limite swpérieure du nombre des unités de la racine. 

En effet, le reste R contient le triple produit du carré des 8 centaines 
de la racine par les unités, plus le triple produit des 8 centaines par le 



ou 
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carré des unités, plus le cube des unités, plus le reste final de Topération, 
s'il y en a un. Si donc on divise R par le triple carré des centaines delà 
racine, ou par 1920000, le quotient entier sera une limite supérieure 
du nombre des unités de la racine. 

On sait d'ailleurs que, pour diviser 142321987 par 1920000, il suffit ' 
(73) de diviser 14232 par 192, ce qui donne le quotient entier 74, et 
d'écrire, à la droite du reste 24, les chiffres supprimés à la droite du divi- 
dende, ce qui donne le reste 241987. 

*299. Théorème III. Pour vérifier si la limite supérieure des unités de 
la racine n'est pas trop forte, on fait le carré de ce nombre, et on multiplie 
ce carré par le même nombre augmenté du triple des dizaines, ou des cen- 
taines, ou des mille.,, de la racine : si le produit peut être soustrait du 
reste de la division qui a donné la limite supérieure, cette limite est le 
nombre exact des unités de la racine, et le résultat de la soustraction est 
le reste final de V opération. 

En effet, le reste R contient le triple produit du carré des 8 centaines 
de la racine par les unités, plus le triple produit de ces 8 centaines par le 
carré des unités, plus le cube des unités, plus le reste final de l'opération. 
Si le quotient entier 74 de la division de ce reste par le triple carré des 
centaines, ou par 1920000, est le nombre exact des unités de la rame, 
le reste 241987 de cette division contiendra encore le triple produit de 
8 centaines par le carré de 74 unités, plus le cube de 74 unités, plus le 
reste final de l'opération ; ou, si l'on veut, le produit du carré de 74 unités 
par le nombre 2474, formé de 74 unités et du triple des 8 centaines, plus 
le reste final de l'opération. Le produit 74^ X 2474 doit donc pouvoir se 
retrancher du reste 241987 de la division. 

On trouve que le produit 74^ X 2474 ou 13547624 est supérieur au 
reste 241 987 : donc la limite 74 est trop forte. 

*300. Lemme. Si Von divise le reste par le triple carré plus le tripU 
plus un des dizaines, ou des centaines, ou des mille... de la racine, le 
quotient entier est inférieur à 10, ou à 100, ou à 1000... 

Dans l'exemple considéré, le quotient de la division du reste R par le 
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triple carré pliis le triple plus un des centaines de la racine, ou par 
2170000, est inférieur à 100. 
On a, en effet, d'après le premier théorème, 

654321987 < 900^. 
Or 

9003 = (8 + 1)3.1000000 

= (512 + 192 + 24 + 1). 1000000 = 512000000 -h 217000000. 

Donc 

654321987 < 512000000 + 217000000. 

On tire, de là, 

654321987 — 512000000 < 217000000, ou R < 217000000, 

d'où, enfin, 

2170000 "^ ^^^• 

'301. Théorème IV. Si Von divise le reste par le triple carré plus le 
triple plus un des dizaines, ou des centaines, ou des mille... de la racine, le 
quotient entier est une limite inférieure du nombre des unités de la racine. 

En effet, soit q le quotient entier de la division du reste R par 2170000 : 

on aura 

142321987 > 2170000. î, 

et, par suite, en ajoutant 512000000 ou 800^^ à chaque membre, et en se 
rappelant que 217 = 3 fois 8^ + 3 fois 8 -f 1, 

654321987 > 800» + 3 fois 8002.^ -h 3 fois 800.100.^ + im.q. 

Remplaçons, dans les deux derniers termes du second membre, le 
nombre 100 par le quotient q, qui, d'après le lemme précédent, est 
inférieur à 100 : l'inégalité subsistera à plus forte raison, et on aura 

654321987 > 800» -h 3 fois 8002.^ + 3 fois 800.^2 + ^s^ 
ou 

654321987 > (800 + q^\ 

Donc q est une limite inférieure du nombre des unités de la racine. 

13 
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*302. Théorème V. Les deux limites supérieure et inférieure diffèrent 
au phis éCune unité, lorsque le nombre des dizaines de la racine est 
supérieur à 10, ou le nombre des centaines supérieur à 100, ou le nombre 
des mille supérieur à 1000... 

Raisonnons toujours dans le cas où la racine est partagée en centaines 
et unités, et désignons par a le nombre des centaines de cette racine. 

La partie entière du quotient 

R 

3a2.10000 

est la limite supérieure, et la partie entière du quotient 

R 

(3a2 + 3a -f 1).10000 

est la limite inférieure du nombre des unités de la racine. Or la différence 

de ces deux fractions est 

R.(3a -f 1) 



ou 



3a2.(3a2 -j- 3a + 1). 10000' 
R 3a2 



ou encore 



(3a2 + 3a + 1).10000 ' 3a -f 1' 



R / a 

a — 



(3a2 + 3a -f 1).10000 ' \ 3a -f- 1/' 

c'est-à-dire le quotient d'un nombre que nous avons démontré être 

inférieur à 100 (300) par un nombre plus grand que 100 : donc cette 

différence est inférieure à 1, et, par suite, les deux limites diffèrent au 

plus d'une unité. 

J'ai dit que le nombre 

a 



a — 



3a + 1 



est plus grand que 100. En effet, le nombre a, par hypothèse, est au 
moins égal à 101, et, de ce nombre, on retranche un nombre moindre 
qne l'unité. 
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*803. On déduit, des théorèmes qui précèdent, la règle suivante : 
Pour extraire la racine cubique d'un nombre , dans le cas oii cette racine 
doit avoir un grand nombre de figures, on détermine, par la méthode 
ordinaire, plus de la moitié des chiffres de cette racine; on obtient ensuite 
les autres chiffres en divisant le dernier reste, suivi des tranches non 
employées, par le triple carré de la racine déjà trouvée^ suivi de deux fois 
autant de zéros qu'il reste de chiffres à obtenir : seulement le dernier 
chiffre à droite de la racine peut être trop fort d'une unité. 

*804. Soit proposé, par exemple, d'extraire, à un grand nombre de 
figures, la racine cubique de 17. 

On détermine, par la méthode ordinaire, les quatre premiers chiffres 
de cette racine : on trouve 2*571; le reste, abstraction faite du point 
décimal, est 8584589. 

Pour avoir les trois chiffres suivants de la racine, on divise le reste, 
suivi de neuf zéros, par le triple carré de la racine, suivi de six zéros, ou 
5 584 589000 000 000 par 19830123000000 : le quotient entier est 281 
et le reste 12324437000000. Le produit du carré de ce quotient par le 
nombre formé du même quotient et du triple des mille de la racine, ou 
de 78961 par 7713281, est 609048381041, nombre moindre que le 
reste 12324437000000 : donc la racine cubique de 17, à sept figures 
exactes, est 2'571281, et le reste est H 715388618959. 

Pour avoir les six chiffres suivants de la racine, on divise le reste, 
suivi de dix-huit zéros, par le triple carré de la racine, suivi de douze 
zéros, ou 11715388618959.1018 par 19834457942883.10^2 : le quotient 
entier est 590658 et le reste 7359331612986.1012. Le produit du carré 
de ce quotient par le nombre formé du même quotient et du triple 
des millions de la racine, ou de 348876872964 par 7713843590658, 
est 2691181630442156683170312, nombre moindre que le reste 
7359331612986.1012 : donc la racine cubique de 17, à treize figures exactes, 
est 2' 571 281 590 658, et le reste est 4668149982543843316829688. 

Et ainsi de suite. 



^ 
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CHAPITRE V 

DE U CONVERSION DES rRAOTIONS ORDINAIRES EN FRACTIONS DÉCOIALES 

305. Convertir une fraction ordinaire en fraction dédmaU, c'est che^ 
cher une fraction décimale qui soit ^ale à la fraction ordinaire donnée, 
ou qui en diffère de moins d'une unité d'un ordre décimai quelconque. 

La fraction ordinaire qui donne naissance à une fraction décimale se 
nomme sa gAiératrice. 

Nous appelons limite, une quantité fixe, de laquelle une quantité variable 
se rapproche indé/imment, sans pouvoir l'atteindre (*). 

806. Problème. Convertir une fraction ordinaire en fraction décimale. 
Soit à convertir les fractions ^, H, ^ en fractions décimales. 
Les fractions T' î7> n peuvent être considérées comme les quotients de 
la division de 15 par 8, de 16 par 27, de S par 12 (242). 



18 
8 



70 
64 



60 
56 



40 



8 



1 875 



160 

135 



250 
243 



70 
54 



16 



27 



0592592 . 



50 


12 


48 


0-416666... 


20 
12 




80 

72 




8 









(*) Ainsi, lorsqu'on ajoute un même nombre, de plus en plus grand, aux deux termes d'une 
fraction plus petite que l'unité, cette fraction augmente, en se rapprochant indéfiniment de 
l'unité, qui est sa limite (2(5). 

Dans les parties élevées des sciences mathématiques, on emploie une définition plus géné- 
rale du mol limite. 



^ 
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Le problème revient donc à trouver, avec un certain nombre de déci- 
males, le quotient de la division de deux nombres entiers. 
Cette question a déjà été résolue (281 et 282). On trouve 

^ = 1-875, - = 592592..., ^^ = 0-416666... 

307. Théorème I. Deux fractions ordinaires égales donnent naissance 
à la même fraction décimale. 

Soit la fraction irréductible t. On sait que toute fraction égale à ^ s'obtient 

en multipliant les deux termes a et b par un même nombre m. Or, quand 
on multiplie à la fois le dividende et le diviseur par un même nombre, le 
quotient ne change pas, mais le reste est multiplié par ce nombre (81). 
Donc, soit qu'on divise a par b, ou am par bm, les chiffres du quotient ne 
cesseront d'être les mêmes dans tout le cours des deux opérations. Donc la 

fraction irréductible t et toutes les fractions égales à r donnent naissance 

b ^ b 

àlamême fraction décimale. 

Si, par exemple, on réduit en fractions décimales les fractions ordinaires 
égales f|, y, H, etc., on trouve, pour quotient unique, d'un nombre 
limité de chiffres, 1*6875. 

De même, si Ton réduit en fractions décimales les fractions ordinaires 
égales j^, jf^, j75, etc., on trouve, pour quotient unique, d'un nombre 
> illimité de chiffres, 001369863001369863... 

j 308. Théorème II. Deux fractions ordinaires inégales ne peuvent 
I donner naissance à la même fraction décimale. 

\ Ce théorème est évident, si la fraction décimale a un nombre limité de 
chiffres; car deux nombres égaux à un troisième sont égaux entre eux. 
Considérons donc le cas où la fraction décimale a un nombre illimité 

A C 

le chiflTres, et soient, s'il est possible, 5 ^^ f\ ^^tix fractions ordinaires 

inégales donnant naissance à cette fraction décimale. 

A C 

Appelons k la différence des deux fractions ^^ et ^t, et divisons A par B 
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et C par D. Soient, à un moment quelconque des deux opérations, Q le 
quotient décimal commun, m et n les deux restes. On a (243) 

- — Oj-^ 5 — 04-^ 

en sorte que la différence entre ^ ©t ^^ est égale à la diflférence entre -^ 6t j^, 

Tfl 11 

Mais la division peut être poussée assez loin pour que les fractions ^ et tç 

qui complètent le quotient Q, soient aussi petites qu'on le veut, toutes 
deux moindres que k, par exemple. La différence entre les deux fractions 

A C 

:g et =, laquelle, par hypothèse, est égale à k, serait alors égale à la 

différence entre deux fractions moindres que k, ce qui est absurde. 

Donc deux fractions ordinaires inégales ne peuvent donner naissance 
à la môme fraction décimale. 

Il résulte du théorème qui précède que, si une fraction décimale, dm 
nombre limité ou illimité de chiffres, a une génératrice, cette généroXncA 
est unique. 

309. Théorème III. Lorsque le dénominateur d'une fraction ordinaire 
ne renferme pas d'autres facteurs premiers que 2 ow 5, cette fraction eâ 
exactement convertible en fraction décimale. 

Soit la fraction ^, dont le dénominateur 800 est égal à 2^ X 5^ : je 
dis que cette fraction est exactement convertible en fraction décimale. 
. On a, en effet, en multipliant les deux termes de la fraction par 5^, 

127 __ 127 127 X 5^ _ 127 X 5^ 

800 — 25 X 52 "* 25 X 55 """ 105 • 

*310. Théorème IV. Lorsqu'une fraction ordinaire irréductible eA 
exactement convertible en fraction décimale, celle-ci a un nombre de chiffra 
décimaux égal au plus grand des exposants des facteurs 2 ou S au déno- 
minateur de la fraction ordinaire donnée. 

Soit la fraction ordinaire irréductible ^, dont le dénominateur 800 est 
égal à 25 X 52 : je dis que la fraction décimale équivalente a cinq chiffres 
décimaux. 
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En effet, la fraction proposée étant irréductible, son numérateur ne 

renferme aucun des facteurs premiers 2 et 5. Si Ton multiplie les deux 

127 X 5^ 
termes par 5^, ce qui donne — j^^ — , le nouveau numérateur ne contiendra 

pas encore le facteur 2 (190), et, par suite, ne sera pas divisible par 10. 

Puisque les deux termes de la fraction — j^^ — ne sont pas divisibles 

par 10, il s'ensuit que cette fraction décimale ne peut être remplacée par 
aucune autre fraction décimale de dénominateur plus simple. 

311. Théorème V. Lorsque le dénominateur d'une fraction ordinaire 
irréductible renferme d'autres facteurs premiers que ^ oub, cette fraction 
n'est pas exactement convertible en fraction décimale. 

Soit, par exemple, la fraction ordinaire irréductible ~, dont le déno- 
minateur 12 renferme le facteur premier 3 : je dis que celte fraction n'est 
pas exactement convertible en fraction décimale. 

En effet, la fraction ~ étant irréductible, toute fraction égale à ^ a 
ses deux termes équimultiples de 5 et de 12 (219). Or aucun multiple 
<ie 12 ne peut être une puissance de 10, car les puissances de 10 ne 
renferment pas d'autres facteurs premiers que 2 et o (190). Donc aucune 
fraction égale à ^ ne peut être décimale. 

Il s'ensuit que la fraction ^ donne naissance à une fraction décimale 
d'un nombre illimité de chiffres. 

812. Théorème VI. La génératrice d'une fraction décimale, d'un nombre 
illimité de chiffres, est la limite vers laquelle tend cette fraction décimale, 
lorsqu'on prend un nombre de plus en plus grand de chiffrées décimaux. 

Soit, par exemple, la fraction ordinaire f , qui donne naissance à la 
fraction décimale 0*428571. .., d'un nombre illimité de chiffres (311). Les 
fractions décimales limitées successives 

0'4, 0*42, 0*428, 0*4285, etc., 

différent de f respectivement de moins d'un dixième, d'un centième, d'un 
mllième, d'un dix-millième, etc. On peut donc, dans la fraction décimale 
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0'428o7l..., prendre un nombre de chiffres décimaux assez grand pour 
que la difféience entre la fraction décimale obtenue et la fraction f, san& 
jamais devenir nulle, devienne cependant moindre quune quantité donnée, 
si petite quelle soit. Donc la fraction génératrice f est la limite de la 
fraction décimale 0*428571..., dans laquelle on prend un nombre de plus 
en plus grand de chiffres décimaux. 



CHAPITRE VI 

D£S FRACTIONS DÉCIMALES PÉRIODIQUES 

818. Une fraction décimale d'un nombre illimité de chiffres est appelée 
périodique, lorsqu'un ou plugieurs chiffres décimaux se reproduisent dan& 
le même ordre et indéfiniment. 

Le nombre formé par les chiffres décimaux qui se reproduisent se 
nomme période. 

Nous appelons antipériode le nombre formé par les chiffres déciimva 
qui précèdent la première période f). 

Une fraction décimale est dite périodique simple ou mixte, suivant que 
la période commence ou non au chiffre des dixièmes. 

Ainsi la fraction 8*43454*^... est périodique simple, et la période est4o; 
la fraction 7*866(>... est périodique mixte; la période est 6 et Fantipériod^ 
est 8. 

814. Théorème I. Toute fraction ordinaire, non exactement convertibl 
en fraction décimale, donne naissance à une fraction décimale périodiqut 

Soit, par exemple, la fraction |, non exactement convertible en fractioj 
décimale (311). 

Si l'on convertit la fraction f en fraction décimale, les restes successif 
seront moindres que 7. D'ailleurs, par hypothèse, aucun de ces restes nj 
sera égal à zéro. Ces restes ne peuvent donc être que Tun des six nombre 
1, 2, 3, 4, 5, 6. Par conséquent, après six divisions au plus, on retorabeii 



(') Noos préférons le mol antipériode, pour dire partie décimale non périodiil^>\ 
l'expression chiffres irréguliers, employée par quelques auteurs. 
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sur un reste déjà obtenu, et, à partir de ce reste, les quotients et les restes 
se reproduiront dans le même ordre et indéfiniment. 

On trouve, en effet, que la fraction J donne naissance à la fraction déci- 
male périodique 0*428571 428571 428571 . . . 

315. Théorème II. Aucune fraction ordinaire ne peut donner naissance 
à une fraction décimale périodique dont la période soit 9. 

En effet, soit D le dénominateur de la fraction ordinaire que Ton convertit en 
fraction décimale. Supposons que, à partir d'un certain reste R, les chiffres 
du quotient soient tous égaux à 9 : les restes successifs seront aussi tous 
égaux à R. Car, si un reste m était différent de R, les fractions ordinaires 

inégales t^ et -=7 donneraient naissance à la même fraction décimale, ce 

qui est impossible (308). Il s'ensuit qu'en écrivant un zéro à la droite du 
reste R, et en divisant lOR par D, le quotient est égal à 9 et le nouveau 
reste aussi égal à R. On a donc (65) 

lOR = 9D + R, 

d'où R = D; c'est-à-dire que le reste R serait égal au diviseur D, ce qui 
est impossible. Donc aucune fraction ordinaire ne peut engendrer de 
fraction décimale périodique dont la période soit 9 (*), 

316. Théorème III. Toute fraction décimale périodique, dont la période 
est 9^ a pour limite la partie non périodique, augmentée d'une unité de 
r ordre de son dernier chiffre. 

Soit, par exemple, la fraction décimale périodique 0*24999..., dont la 
période est 9. Je dis qu'elle a pour limite la fraction 0*25, obtenue en 
ajoutant 1 au dernier chiffre de la partie non périodique 0*24. 

En effet, la différence entre la fraction 0*25 et les fractions 0*249, 
0*2499, 0*24999, 0*249999, etc., est respectivement égale à un millième. 



{*) Si, dans un sens impropre, on veut admettre que le reste puisse être égal au diviseur, 
ou pourra dire que les génératrices des fractions décimales limitées sont aussi les géné- 
ratrices de fractions décimales périodiques dont la période est 9. 

Par exemple, la fraction \ engendre la fraction décimale limitée O'âS ou la fraction décimale 
périodique 0'24d99... 



— 202 - 

un dix-millième, tin cent-millième, un millionième, etc., c'est-à-dire qae 
cette différence, sans pouvoir devenir nulle, peut cependant devenir 
moindre que toute quantité donnée, si petite qu'elle soit. Donc la fraction 
0*25 est la limite de la fraction 0*249999..., dans laquelle on prend un 
nombre de plus en plus grand de périodes. 

On verrait, de même, que les fractions décimales périodiques 0*999..., 
0*1999..., 0*004999..., etc., ont respectivement pour limites 1, 0*2, 
0005, etc. 

Génératrices des fractions décimaies périodiques. 

317. Problème I. Trouver la fraction ordinaire génératrice d'une 
fraction décimale périodique simple, sans partie entière. 

On suppose, dans ce problème et les deux suivants, que la période n'est 
pas uniquement composée de chiffres 9 (316). 

Soit, par exemple, la fraction décimale périodique simple '454545.., | 
qui n'a pas de partie entière, et dont la période est 4»^. 

Écrivons deux zéros à la droite de cette période, c'est-à-dire autant de 
zéros que la période a de chiffres. On aura 

4500 = 100 X 45, 

ou, en décomposant 100 en 99 + 1, 

4500 = (99 + 1) X 45, 
ou 

4500 = 99 X 45 -f 45. 

Ainsi le nombre 4500 est égal au produit de 99 par 45, plus 45. 

Il suit de là que, si Von divise 4500 par 99, le quotient entier sera 4o, 
et le reste 45. 

Dès lors, si, pour réduire la fraction H en fraction décimale, on écrit 
d'abord deux zéros à la droite du dividende 45, on trouve au quotient 
0*45 et pour reste 45; si l'on écrit deux zéros à la droite de ce reste 45, 
on trouve au quotient 45 et pour reste 45, et ainsi de suite; en un mol, 
on obtient pour quotient la fraction décimale périodique 0*454545... 

45 5 

Donc la fraction sq ou jt- est la génératrice de la fraction décimale 

périodique simple 0*454545... 
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On sait, d'ailleurs, qu'aucune autre fraction ordinaire ne peut donner 
naissance à la même fraction décimale périodique (308) (*). 

En partant des égalités 

6X 10 = 6X9 + 6, 

259 X 1000 = 259 X 999 + 259, 

6993 X 1000 000 = 6993 X 999999 + 6993, 

on prouverait, de même, que les fractions décimales périodiques simples 

0*666. ., 0*259259259.. ., 006993006993006993... 

ont respectivement pour génératrices les fractions ordinaires 

2 259 7 6993 1 



ou ô> tûth on âîT> AftA nnft OU 



9 3' 999 27' 999 999 143* 

On conclut de ce qui précède la règle suivante : 

Pour former la fraction ordinaire génératrice d'une fraction décimale 
périodique simple, sans partie entière, on prend pour numérateur la 
période et pour dénominateur un nombre composé d'autant de 9 quil y a 
de chiffres dans la période. 

*318. On peut résoudre la même question de la manière suivante : 

Soit, si elle existe, -r la fraction ordinaire génératrice de la fraction 

décimale périodique simple 0*454545... On doit avoir a < h, et, en 
écrivant deux zéros à la droite de a, puis en divisant lOOa par h, on doit 
trouver au quotient 45 et pour reste a. On doit donc avoir l'égalité (65) 

100 fl = 45 ^ + a, ou 99 a = 45 h, 

d'où, en divisant les deux membres par 99 h, 

a_ 45 

b ~" 99* 



n Le raisonnement qui précède subsiste dans le cas oA la période est 9, si Ton admet que le 
reste d'une division puisse être égal au diviseur. 
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Il existe donc une fraction génératrice de la fraction décimale périodique 

45 

simple 0'454o4o..., savoir, la fraction ordinaire ^x, que l'on obtient en 

divisant la période 45 par un nombre composé d'autant de 9 qu'il y a de 
chiffres dans cette période (*). 

319, Problè.mr II. Trouver la fraction ordinaire génératrice d'une 
fraction décimale périodique simple, ayant une partie entière. 

Soit la fraction décimale périodique simple 8*454545..., laquelle a 
pour partie entière 8 et pour période 45. 

La fraction 0*454545... ayant pour génératrice la fraction H (317), la 
fraction 8'45454o... aura pour génératrice une fraction égale au nombre 
8 ^, savoir, la fraction (209) 

8.99 + 45 

99 

Mais 

8.99 + 45 = 8.(100 — 1) + 45 = 800 — 8 + 45 = 845 - 8. 

Donc la fraction génératrice cherchée est 

845 — 8 93 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour former la fraction ordinaire génératrice d'une fraction décimale 
périodique simple, ayant une partie entière, on prend pour numérateur la 
partie entière suivie d'une période, moins la partie entière, et pour dénomi- 
nateur un nombre composé d'autant de 9 qu'il y a de chiffres dans la période. 

320. Problème III. Trouver la fraction ordinaire génératrice d'une 
fraction décimale périodique mixte. 



(*) Le raisonnement qui précède, appliqué à la fraction décimale périodique simple 0'9d9..., 
conduirait à la condition 

d'où a = &, ce qui est impossible. ]1 n'existe donc pas de génératrice d'une fraction décimale 
périodique simple, dont la période est 9, à moins d'admettre que le reste d'une division puisse 
être égal au diviseur. 
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Soit la fraction décimale périodique mixte 6*25333..., laquelle a pour 
partie entière 6, pour antipériode 25 et pour période 3. 
La fraction 623*333... ayant pour génératrice (319) la fraction 

6253 — 625 
9 

la fraction 6*25333... aura pour génératrice la fraction 

6253 — 625 469 
900 ^^ 75 ' 

car multiplier le diviseur 9 par 100 revient à déplacer, dans le quotient, 
le point décimal de deux rangs vers la gauche. 

On conclut de là la règle suivante : 

Pour former la fraction ordinaire génératrice d'une fraction décimale 
périodique mixte, on prend pour numérateur la partie entière suivie de 
V antipériode et d'une période, moins la partie entière suivie de V anti- 
période, et pour dénominateur un nombre composé d'autant de 9 qu'il y 
\ a de chiffres dans la période, suivis d'autant de zéros qu'il y a de chiffres 
dans V antipériode. 

321, On a vu (312) que la génératrice d'une fraction décimale pério- 
dique est la limite vers laquelle tend cette fraction, lorsqu'on prend un 
nombre de plus en plus grand de chiffres décimaux. Les règles données 
pour former les génératrices des fractions décimales périodiques servent 
donc en même temps à trouver leurs limites, et on peut observer qu'elles 
sont applicables à la recherche des limites des fractions décimales pério- 
diques dont la période est 9, pour lesquelles nous avons donné précé- 
demment (316) une règle plus simple. 

*322. On peut aussi se proposer de rechercher directement la limite 
d'une fraction décimale périodique, dans laquelle on prend un nombre de 
plus en plus grand de périodes. 

Soit proposé, par exemple, de trouver la limite de la fraction décimale 
périodique sirapleO'454545..., c'est-à-dire la limite des fractions décimales 
0*45, 0*4545, 0*454545..., obtenues en prenant successivement une, deux, 
trois.,, périodes. 



"1 
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Désignons ces fractions décimales successives par a, b, c... On aura 

a = 0*45, 

b = 0-45 + 00045, 

c = 0*45 + 0*0045 + 0*000045, 



Multiplions les deux membres de chacune de ces égalités par 100, 
c'est-à-dire par Tunité suivie d'autant de zéros qu'il y a de chiffres dans 
la période. On aura 

100 a = 45, 

100 ^ = 45 4- 0*45, 

100 c = 45 -h 0*45 + 0*0045, 



Enfin, soustrayons membre à membre ces deux suites d'égalités. On aura 

99 a — 45 — 0*45, 
99 ^ = 45 -^ 0*0045, 
99 c = 45 — 0*000045, 



d'où, en divisant par 99, 



45 0*45 



** ~" 99 99 ' 
^ ^ 45 _ 0*0045 



c = 



99 99 ' 
45 0*000045 



59 99 ' 

On voit : 

45 

1® Que les fractions a, b, c, etc., sont toutes inférieures à q^; 

2" Qu'elles diffèrent de qq respectivement des quantités -qq", — qq- , 

0*000045 ^ ' . ^ r 1 r*x . . , 

— ÔQ — > ^^^-ï cest-a-dire de quantités qui sont de cent en cent fois 

plus petites. 
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On peut donc, dans la fraction décimale périodique 0*454545..., prendre 
n nombre suffisamment grand de périodes, pour que la différence entre 

fraction décimale obtenue et la fraction f|, sans jamais devenir nulle, 
Bvienne cependant moindre qu'une quantité donnée, si petite qu'elle soit, 
me la fraction ~ est la limite de la fraction décimale périodique 0*454545. . . , 
ans laquelle on prend un nombre de plus en plus grand de périodes. 

Il reste à démontrer que la limite trouvée H est la génératrice de la 
action décimale périodique 0*454545... Pour cela, on part de Tégalité 

4500 == 99 X 45 + 45, 

iquelle fait voir qu'en divisant 45, suivi de deux zéros, par 99, on a pour 
uotient entier 45 et pour reste aussi 45, et, par suite, qu'en réduisant || 
n décimales, on obtient la fraction décimale périodique 0*454545... (317). 

Le cas où la fraction décimale périodique aurait une partie entière ou 
erait mixte se ramène au cas précédent, 

*828. Théorème IV. Le dénominateur d'une fraction ordinaire irré- 
kctible, qui donne lieu à une fraction décimale périodique simple, ne 
ftnferme ni le facteur 2 ni le facteur 5. 

En effet, lorsque la fraction décimale est périodique simple, le déno- 
minateur de la fraction génératrice, avant toute simplification, est terminé 
pr 9 (317 et 319) : il ne renferme donc ni le facteur 2 ni le facteui* 5. 
ttil ne peut qu'en être de même lorsqu'on a simplifié la fraction. 

*324. Théorème V. Le dénominateur d'unie fraction ordinaire irréduc- 
y>le, qui donne lieu à une fraction décimale périodique mixte, renferme, 
pec tautres facteurs premiers, Vun au moins des facteurs premiers 2 et 5. 

En effet, lorsque la fi'action décimale est périodique mixte, le dénomi- 
lateur de la fraction génératrice, avant toute simplification, est terminé 
p un ou plusieurs zéros (320) : il renferme donc une ou plusieurs fois 
b fadeurs premiers 2 et 5. D'un autre côté, le numérateur, ne pouvant 
pre terminé par zéro, ne peut renfermer à la fois ces deux facteurs premiers. 
Nr conséquent, après toute simplification, le dénominateur contient encore 
>u tous les facteurs 2 ou tous les facteurs 5 qu'il contenait auparavant. 
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J'ai dit que le numérateur ne peut être terminé par zéro; car, s'Use 
terminait par zéro, le dernier chiffre de la partie décimale non périodique 
serait le même que le dernier chiffre de la période, et alors la période 
commencerait un rang plus tôt qu'on ne Ta supposé. 

'326. Théorème VI. Lorsqu'une fraction ordinaire irréductible donne 
lieu à une fraction décimale périodique mixte, Vantipériode a un nombre à^ 
chiffres égal au plus grand des exposants des facteurs ^ ou^ au dénmi- 
nateur de la fraction ordinaire donnée. 

En effet, comme on vient de le voir (324), le dénominateur de la frac- 
tion génératrice d'une fraction décimale périodique mixte conserve, après 
toute simplification, tous les facteurs 2 ou 5 qu'il renfermait auparavant. 
Or il y a autant de ces facteurs 2 ou 5 qu'il y a, avant la simplification, 
de zéros à la droite du dénominateur, c'est-à-dire (320) autant qu'il y 2 
de chiffres dans l'antipériode. « 

Opérations sur les fractions décimales périodiques. 

326. On appelle somme, différence, produit, quotient de deux fracûotis 
décimales périodiques, la somme, la différence, le produit ou le quotienl 
de leurs limites. 

On a, par exemple, 

0*906666... -f 0'454o45... == ^ + S = S. = r3612i211..^ 

you yy oooo 

0*906666... — 0*454545... = |i5 — J| = ^^ =0*45212121... 
0*906666... X 0*454545... --=^ 5J5 X gg = 555 = 0*4121212...; 
0906666... : 0*454545... = ggg ^ g^ = §555 = 1*994666... i 



(*) Toutes les propositions établies dans ce chapitre et dans le précédent sont applicable 
des fractions écrites dans un système quelconque de numération : il suffît de remplace''*' 
nombres 2 et 5 par les diviseurs de la base de ce système, et le chifiVe 9 par celai qui f^9^ 
sente la base diminuée d'une unité. 



^ 
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CHAPITRE VII 

*327. Soit proposé de définir la racine carrée de 2. 

Nous avons vu (253) qu'i7 n'existe aucun nombre, soit entier, soit 
fractionnaire, dont le carré soit égal à 2 : |/2 est donc un symbole qui, 
jusqu'ici, n'a aucun sens pour nous \*]. 

Pour arriver, s*il est possible, à définir V^, multiplions et divisons le 
nombre 2 par les puissances successives de 100, ou d'un carré quel- 
conque; nous obtiendrons cette suite de fractions, toutes égales à 2 : 

2J 2.100 2.1002 2.100^ 2.100^ 
1 ' 100 ' 1002 ' 1003 ' 1004 ••• 

Prenons, à moins d'une unité par défaut et par excès, la racine carrée 
du numérateur de chaque fraction, et divisons-la par la racine carrée du 
dénominateur; nous formerons ces deux nouvelles suites : 

1, 1*4, 1-41, 1*414, 1-4142,... (A) 

2, 15, r42, 1*415, r4143,... (B) 

Or, d'une part : 

1° Les nombres A V07U en augmentant; 

2** Les nombres B vont en diminuant ; 

3® Les différences entre les nombres A et les nombres B sont succes- 
sivement égales à 1, 0*1, 0*01, 0*001, 0*0001, etc., c'est-à-dire rftmi- 
mient indéfiniment. 

D'autre part : 

1° Les carrés des nombres A vont en augmentant; 



{*) Si Ton disait : on appelle racine carrée de 2, un nombre qui, muUipliépar lui-même, 
reproduit % on commeUrait un cercle vicieux; car la définition de la multiplication par i/f, 
«xige, préalablement, la définition de l^ST 

Si Ton disait : un nombre incommensurable est la limite de ses valeurs commensurables 
<ippro€héeSf par défaut ou par excès, à moins d'une unité fractionnaire quelconque^ on 
commettrait aussi un cercle vicieux; car on ne peut parler de valeurs approchées d'un nombre, 
non encore défini. 

14 
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2** Les carrés des nombres B vont en diminuant; 

3^* Les différences entre les carrés des nombres A et les carrés des 
nombres B sont successivement moindres que 3 0, 0"3, 003, 0'003, 
0*0003, etc., c est- à-dire diminuent indéfiniment. On a, en effet, 

B3 — A2 = (B + A) (B — A) ; 

c'est-à-dire la différence des carrés des deux nombres B et A est égale à h 
somme de ces nombres multipliée par leur différence. Or la somme B -h A 
est constamment moindre que 3, et la différence B — A est successivement 
égale à 1, O'i, O'Ol, O'OOl, 0*0001, etc. Donc la différence B^ — A^ est 
successivement moindre que 3, 0*3, 0*03, 0-003, 0*0003, etc., c'est-à- 
dire diminue indéfiniment; 

4® Les carrés des nombres A et les carrés des nombres B ont pour 
limite commune le nombre 2. En effet, les différences 2 — A^ et B^ — 2 
sont moindres, chacune, que la différence B^ — A^, laquelle, d'après la 
remarque précédente, diminue indéfiniment. 

Puisque les carrés des nombres A et B diffèrent d'aussi peu qu'on le 

veut et tendent vers une limite commune, 2, on convient d'admettre que les 

nombres A et B, qui diffèrent eux-mêmes d'aussi peu qu'on le veut, tendent 

aussi vers une limite commune, que l'on appelle la racine carrée de 2. 

D'après cette convention, la racine carrée de 2 est la limite des nombres 
dont les carrés ont pour limite 2. 

Il est bien entendu, d'après ce qui précède, que le nombre 1^2 n'a pas 
d'existence réelle; il n'a qu'une existence conventionnelle. En d'autres 
termes, il n'existe pas de nombre qui soit la racine carrée de 2; mais on 
convient d'admettre qu'il en existe un. Et cette convention une fois faite, 
le nombre 1^2 jouit nécessairement des propriétés suivantes : 

1^ // est supérieur aux nombres A et inférieur atix nombres B; 

2' Il est la commune limite des nombres A et des nombres B; 

3" Son carré est égal à 2. 



(') La première somme e^t égale à 3; mais, pour abréger l'écriture et le langage, on con- 
vient souvent que les signes > et <, ou les expressions plus grand que et plus petit que, 
n'excluent pas l'égalité. On écrit, par exemple, a > 6, c'est-à-dire : a plus grand que b, au lieu 
de o ^ 6, c'est-à-dire : a égal ou supérieur à b. 
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*328. En général, on appelle racme n® d\m nombre A, qui n'est 
puissance 7i^ d'aucun nombre entier ni fractionnaire, la limite des 
nombres dont les puissances n^^ ont pour limite A. 

Par une extension nouvelle de l'idée attachée au mot nombre, on a 
donné à ces racines le nom de nombres irrationnels. 

Les nombres irrationnels sont aussi appelés incommensurables, par 
opposition aux nombres entiers et fractionnaires, qui sont appelés 
nombres commensurables (). 

*329. On appelle somme, différence, produit, quotient de deux nombres 
irrationnels, 1/ 5 et 1^3, par exemple, la limite de la somme, différence, 
produit ou quotient des nombres dont les carrés ont pour limites 5 et 3. 

On définirait le sens de celte limite en répétant les raisonnements 
ci-dessus. 

9 

*330. Cette considération des limites prouve encore que les théorèmes 
démontrés pour des nombres commensurables quelconques subsistent pour 
ks nombres incommensurables limites des premiers. 

Par exemple, le produit de deux nombres incommensurables ne change 
paSf quand on intervertit V ordre des facteurs. 

Soient, en effet, a, a', a"... (**) des nombres commensurables ayant 
pour limite le nombre incommensurable A, et b, b', b"... des nombres 
Commensurables ayant pour limite le nombre incommensurable B. On a : 

aXb = b X a, a X b' ^b' X a\ a'' X b'' = b" X a'\.. 

\ Mais, par définition, la limite des premiers membres est A X B, et la 
pmite des seconds membres est B X A. D'ailleurs, une même variable ne 
P^ut avoir qu'une limite. Donc 

A X B = B X A. 



{*! Il existe d'autres nombres incommensurables que les nombres irrationnels; ce sont 
tes»jo»w6rf« transcendants, c'est-à-dire qui ne peuvent être racines d'une équation de degré 
quelconque à coefficients entiers ou formés d'irrationnelles. Le nombre tt, rapport de la 
circonférence au diamètre, et le nombre e, base des logarithmes naturels, sont des nombres 
Nnscendants. 

n Prononcez : a, a prime, a seconde... 
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CHAPITRE VIII 



*331. Lerreur absolue d'une quantité, approchée par excès ou par 
défaut, est la différence entre cette quantité et la quantité exacte dont elle 
est une valeur approchée. 

Ainsi Terreur absolue du nombre 960 ou 954, considéré comme une 
valeur approchée de 957, est égale à 3 unités. 

*332. Pour exprimer, à moins d'une unité entière ou décimale, â!m 
ordre énoncé^ la valeur d'un nombre entier ou décimal, on supprime les 
chiffres écrits à la droite de celui qui représente les unités de cet ordre, 
en augmentant ou non d'une unité le dernier cfiiffre conservé, et en 
remplaçant par des zéros les chiffrer supprimés à gauclte du point 
décimal. 

Ainsi la valeur approchée du nombre 3141*8926, avec une erreur 
absolue moindre (\\\un dixième, ast 3141*5 ou 3141*6. L'erreur absolue 
est égale, dans le premier cas, à 0*0926, et, dans* le second cas, à 
O'I _ 0*0926. 

La valeur approchée du même nombre, avec une erreur absolue moindre 
(\\xune centaine, est 3100 ou 3200. L'erreur absolue est égale, dans le- 
premier cas, à 41*5926, et, dans le second cas, à 100 — 41*5926. 

Si, lorsque le premier cfiiffre supprimé est 5 ou supérieur à 5, on 
augmente le dernier cfiiffre conservé d'une unité, V erreur absolue esV 
moindre quune demi-unité de l'ordre de ce dernier cfiiffre. 

Ainsi la valeur du nombre 3141*5926 est 3141*6, à moins d'un demi- 
dixième par excès, et 3100, à moins d'une demi-centaine par défaut. 



n M. LiONNËT, Examinateur de la Marine de France, a bien voulu nous autoriser à empronter 
ce chapitre et les deux suivants a son traité des Approximations numériques, Paris 4857. 
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Addition abrégée. 

*333. Pour trouver, à moins d'une unité entière ou décimale^ d'un 
ordre énoncé, la somme de plusieurs nombres^ entiers ou décimaux, on 
additionne les nombres proposés en faisant abstraction, dans chacun d'eux, 
des chiffres placés à la droite de celui qui exprime des unités dix fois plus 
petites que celles de V ordre énoncé; puis on supprimeun chiffre sur la droite 
du résultat ainsi obtenu, en augmen tan t d'uneunité le dernier chiffre conservé. 

En appliquant cette règle aux huit nombres ci- 
oi'ni ou^utjoo contre, dont on se propose de trouver la somme 

318-3098861 ^ ^^^^^^ ^»^,j dixième, on obtient 127837. 

l4l4 213o623 £jj çg-gl^ gjj faisant abstraction des chififres 

173 20o0807o q^^j expriment des unités d'un ordre inférieur 

2 *-36 0679774 ^ çg]yj ^i^g centièmes, on a commis, sur chacun 

30 102999569 ^j^g j^^j^ nombres proposés, une erreur absolue, 

4771 212547 p^P défaut, moindre qu'un centième; donc l'erreur 

698 9700043 par défaut, commise sur leur somme, est moindre 

12783*6>^ que 8 centièmes, ou, plus généralement, moindre 

12783"7 qtie 11 centièmes, en supposant qu'on n additionne 

pas plus de 11 nombres. De plus, en supprimant 

le chiffre 4 sur la droite du résultat 12783*64 ainsi obtenu, on a commis 

une nouvelle erreur, par défaut, égale à 4 centièmes, et, en général, 

au plus égale à 9 centièmes. Donc, si l'on remplaçait la somme exacte 

I par la valeur approchée 12783*6, on commettrait une erreur, par défaut, 

moindre que 11 + 9 centièmes, ou que 2 dixièmes. Donc, enfin, si Ton 

ajoute 1 dixième à 12783*6, le résultat I2783'7 et la somme exacte 

; différeront entre eux d'une quantité égale à la différence entre 1 dixième 

' et un nombre moindre que 2 dixièmes, c'est-à-dire d'une quantité moindre 

que 1 dixième. 

Si Von additionnait plus de 11 nombres et moins de 102, on conser- 
verait, dans chacun des nombres proposés, deux chiffres, au lieu d'un 
seul, à la droite de celui qui exprime des unités de l'ordre énoncé, puis on 
supprimerait deux chiffres, au lieu d'un seul, sur la droite de la somme 
obtenue. 



. I 
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Soustraction abrégée. 

*334. Pour trouver, à moins (ïune unité entière ou décimale, dm 
ordre énoncé, la différence de deux nombres entiers ou décimaux, on effectue 
la soustraction en supprimant, dans chacun de ces deux nombres, les 
chiffres placés à la droite de celui qui exprime de^ unités de l'ordre énoncé. 
31*41 "^ 926 535 ^" appliquant cette règle aux deux nombres ci-contre, 

14'142135 623 ^^^^ ^^ ^^ propose de trouver la différence à moins 

d'un millième, on obtient 17*273. 

*'' ^'^ En effet, en supprimant les chiffres qui expriment 

des unités d'un ordre inférieur à celui des millièmes, on a commis, 
sur chacun des nombres proposés, une erreur absolue, par défaut, moindre 
qu'un millième; donc l'erreur commise sur la différence exacte, remplacée 
par 17*273, est la différence de deux nombres moindres qu un millième, 
et, par suite, plus petite elle-même qu'un millième. 

Multiplication abrégée, 

*335. Pour trouver, à moins dune unité entière ou décimale, d'ua 
ordre énoncé, le produit de deux nombres entiers ou décimaux, on écrit, 
dans un ordre inverse, les chiffres du multiplicateur sous le multiplicande, 
de manière que le chiffre des unités simples corresponde à celui du multi- 
plicande qui exprime des imités cent fois plus petites que celles de Vordrôi 
énoncé; on multiplie le multiplicande successivement par chacun des chiffrer] 
du multiplicateur, à partir de la droite, en faisant abstraction des chiffres\ 
du multiplicande placés à la droite de celui qui sert de multiplicateur ; oui 
écrit chacun de ces produits partiels au-dessous du multiplicande, dôi 
manière que leurs premiers chiffres à droite soient dans la même colonnt^ 
verticale; enfin, on additionne tous ces produits, considérés comme] 
exprimant des unités cent fois plus petites que celles de Vordre énoncé, ei\ 
on supprime deux chiffres sur la droite du résultat, en augmentant d'une 
unité le dernier chiffre conservé. 

En appliquant cette règle aux deux nombres 3*14 159 et 27-1828, dont- 
on se propose de trouver le produit à moins dun dixième, on obtient 85'4. 



31 4 1 89 


«28 1-7 2 


62830 


21 987 


314 


248 


6 


8 5-3«K 


8 5-4 



— 215 — 

En effet, la partie du multiplicande écrite à la droite du premier chiffre 
2 employé comme multiplicateur étant moindre qu'un dix-millième, en 

omettant de la multiplier par 20, on a diminué le produit 
d'un nombre moindre que 2 millièmes. La partie du 
multiplicande écrite à la droite du deuxième chiffre 7 
employé comme multiplicateur étant moindre qu'un 
millième, en omettant de la multiplier par 7, on a diminué 
le produit d'un nombre moindre que 7 millièmes. 
Raisonnant de la môme manière à l'égard des chiffres 
suivants employés comme multiplicateurs, on voit qu'on 
a successivement diminué le produit de trois nombres 
formant une somme moindre que 1 + 8 + 2 millièmes. 
Enfin, le multiplicande étant moindre que 10, et la partie 
du multiplicateur écrite à sa gauche étant moindre que 8 + 1 dix- 
millièmes, en omettant de multiplier le multiplicande par cette partie du 
multiplicateur, on a diminué le produit d'un nombre moindre que 
8 + 1 millièmes. Donc, en définitive, si l'on remplaçait le produit exact 
par le produit 85*385 obtenu précédemment, on diminuerait le premier 
produit d'un nombre moindre que 2 + 7 + 1+8 + 2 + 8 + 1 millièmes, 
ou, plus généralement, d'un nombre moindre que 101 millièmes, en 
supposant que la somme 2 + 7 + 1+8 + 2 + 8 n'excède pas le 
nombre 100. De plus, si, après avoir supprimé les deux premiers chiffres 
â droite du nombre 85*385, on le remplaçait par le nombre 85*3, on 
diminuerait encore le produit exact de 85 millièmes, c'est-à-dire d'un 
nombre qui ne peut excéder 99 millièmes. Donc la diminution totale du 
produit exact serait moindre que 101 + 99 millièmes, ou que 2 dixièmes. 
Donc, enfin, si l'on ajoute 1 dixième à 85*3, le résultat 85*4 et le produit 
exact différeront entre eux d'une quantité égale à la différence entre 
i dixième et un nombre moindre que 2 dixièmes, c'est-à-dire d'un nombre 
moindre que 1 dixième. 

*336. La règle précédente, connue sous le nom de règle d'Oughtred, 
suppose le cas très général où la somme des chiffres employés au multi- 
plicateur, augmentée du premier des chiffres négligés, n'excède pas 100. 
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Dans le cas où cette somme serait comprise entre 100 et 1001, on 
écrirait le chiffre des unités simples du multiplicateur sous celui du multi- 
plicande qui exprime des unités mille fois plus petites que celles de 
Tordre énoncé, puis on supprimerait trois chiffres, au lieu de deux, sur 
la dix)ite du produit obtenu. 

Mais, si cette même somme n'excédait pas 10, il suffirait de placer le 
chiffre des unités du multiplicateur sous celui du multiplicande qui 
exprime des unités dix fois moindres que celles de l'ordre énoncé, et de 
supprimer un seul chiffre sur la droite du produit obtenu. 

*337. Il est utile d'observer qu'en intervertissant l'ordre des deux 
facteurs proposés, on obtiendrait la même valeur approchée, d'où résulte 
un moyen de faire la preuve d'une multiplication abrégée. 

Il en résulte aussi que la limite 24-7-hl+8-f2-i-8-l-l mil- 
lièmes de la somme des erreurs, par défaut, commises en premier lieu sur le 
produit exact, peut être remplacée par la somme analogue 3 4-14-4 
4-14-5-f9-fl millièmes, provenant des chiffres du multiplicande. 

Division abrégée. 

*388. Lorsqu'on remplace un diviseur plus grand que Vunitë par sa 
partie entière, l'erreur absolue du quotient approché e^t moindâ^e que le 
quotient exact divisé par la partie entière du diviseur. 

Car, en remplaçant, par exemple, le diviseur exact 15*9 par 15, on 
multiplie ce diviseur par -^, et, par suite, on divise le quotient exact 
par cette fraction, ou, ce qui revient au même, on le multiplie par -^, qiii 
est un nombre moindre que 1 4- ^^ ; de sorte qu'en définitive on augmente 
le quotient exact d'une quantité moindre que sa quinzième partie. 

'339. Pour trouver, à moins d'une unité 'entière ou décimale, d'un 
ordre énoncé, le quotient de deux nombres entiers ou décimaux, on com- 
mence par déterminer l'ordre des plus grandes unités du quotient exact, et, 
par suite, le nombre n des chiffres du quotient demandé, (hi place ensuite 
le point décimal au diviseur de manière que sa partie entière soit au moins 
égale à n et la plus petite possible, puis on l'avance de n rangs vers la 
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droite. Enfin y on place le point décimal au dividende de manière qu'il soit 
au moins égal au nouveau diviseur et le plus petit possible. 

Cela étant, on divise la partie entière du nouveau dividende par celle du 
nouveau diviseur, ce qui donne le chiffre des plus hautes unités du quotient 
et un reste qu'on divise par le diviseur précédent privé de son dernier 
chiffre, ce qui donne le second chiffre du quotient, et ainsi de suite, jusqu'à 
ce qu'on ait effectué n divisions partielles; alors on fait en sorte que le 
dernier chiffre du quotient exprime des unités de l'ordre énoncé. 

Soit proposé, par exemple, de trouver le quotient de 3*141 5926o3 
par 0*069314718, à rnoins d'un dixième. 

On reconnaît immédiatement que le premier chiffre significatif du quo- 
tient exact exprime des dizaines, et, comme le dernier chiffre du quotient 
demandé doit exprimer des dixièmes, ce quotient aura trois chiffres : 
donc on prendra 6931 pour premier diviseur partiel, et, en observant la 
règle précédente, on trouvera 45*3 pour le quotient demandé. 



3141 5 9 2*6 

27724 



36 9 1 9*2-6 
3465 



2 2 6*9*2 . . . . 
207 

1 9*9 
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En effet, en multipliant le dividende proposé par 10, on ramène la 
question à la recherche du quotient de 31*415926... par 0*069314... à 
moins d'une unité; et, en multipliant le nouveau dividende et le diviseur 
par 100000, ce qui ne change pas le quotient, on est conduit à chercher, 
à moins d'une unité, le quotient de 3141592*6... par 6931*4... 

Cela étant, si Ton remplace le diviseur 6931*4... par sa partie entière 
6931, on commettra, sur le quotient exact, une erreur absolue moindre que 
ce quotient divisé par 6931 (338). Mais ce quotient, ayant trois chiffres 
à sa partie entière, est moindre que 1000, tandis que la partie entière du 
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diviseur, commençant par le chiffre 6, est au moins égale à 6000. Donc, 
en prenant 6931 pour premier diviseur, on augmentera le quotient exact 
d'une quantité moindre que 1000 : 6000, ou qu un sixième. 

Pour obtenir les centaines de ce quotient approché, on est conduit à 
diviser le nombre total 31415 des centaines du dividende par 6931, ce qui 
donne 4 centaines au quotient et un reste total 369192*6... qu'il faudrait 
diviser par 6931 pour compléter la valeur du quotient exact, approchée 
par excès à moins d'un sixième. Mais, en divisant ces deux nombres par 
10, on ramène l'opération à la division de 36919'2... par 693-1... 

Ce nouveau quotient n'ayant que deux chiffres à sa partie entière est 
moindre que 100, tandis que la partie entière du diviseur est au moins 
égale à 600. Donc, en remplaçant ce dernier par 693, on augmentera le 
quotient d'une quantité moindre que 100 : 600, ou qnun sixième, et ainsi 
de suite, jusqu'à ce qu'ayant obtenu le quotient 453 et le reste 19*9..., on 
ait augmenté le quotient exact d'une quantité moindre que trois sixièmes, 
c'est-à-dire moindre qu'une unité. 

D'un autre côté, en négligeant de diviser le reste 19*9..., moindre que 
69, par le dernier diviseur, on a diminué le quotient d'une quantité 
moindre qxHune unité. 

Donc, en définitive, l'erreur absolue du quotient approché 453 est 
moindre qu'une unité, et, en divisant le nombre entier 453 par 10, le 
quotient 45*3 sera une valeur approchée du quotient demandé, à moins 
d'un dixième. 

*340. La règle et la démonstration précédentes n'exigent aucune 
modification dans le cas particulier où un dividende partiel contient 10 fois 
le diviseur qui lui correspond. On prend alors 10 pour quotient partiel; 
et, si l'on continue d'observer la règle de la division abrégée, on reconnaît 
immédiatement que tous les quotients partiels suivants sont nuls. De plus, 
on est certain que le quotient ainsi obtenu est approché par excès; car 
aucun quotient partiel ne peut exprimer plus de 9 unités dans le quotienl 
exact, et, d'ailleurs, le nombre formé par les chiffres déjà écrits au 
quotient, avant que ce cas particulier se soit présenté, ne peut être trop 
petit, puisqu'on a constamment employé des diviseurs trop petits. 
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CHAPITRE IX 

*341. Lerreur relative d'une quantité, approchée par excès ou par 
défaut, est le rapport de l'erreur absolue de cette quantité à la quantité 
exacte dont elle est une valeur approchée. 

Ainsi l'erreur relative du nombre 960 ou 954, considéré comme une 
valeur approchée de 957, est ^ ou ■^, 

*342. L'erreur relative de la valeur approchée d'un nombre entier ou 
décimal, sur la droite duquel on supprime un ou plusieurs chiffres, en 
augmentant ou non d'une unité le dernier chiffre conservé, et en remplaçant 
par des zéros les chiffres supprimés à gauche du point décimal, est moindre 
que l'unité divisée par le nombre entier formé par les chiffres conservés. 

Ainsi Terreur relative du nombre 3V41 ou 3V42 substitué au nombre 
31*4159 est moindre que ^jj^. Car l'erreur absolue du nombre 31*41 ou 
31*42 est moindre que 1 centième (332), tandis que le nombre exact excède 
3141 centièmes; donc l'erreur relative de 31*41 ou 31*42 est moindre que 
1 centième divisé par 3141 centièmes, ou que g^Vr- 

Lorsque l'erreur absolue n'excède pas une demi-unité du dernier ordre 
conservé, l'erreur relative eM moindre que l'unité divisée par le double 
du nombre entier formé par les chiffrer conservés. 

Ainsi l'erreur relative du nombre 31*42 substitué au nombre 31*4159 
est moindre que | centième divisé par 3141 centièmes, ou que 2x3*ttt- 

*343. Lorsqu'un nombre entier ou décimal est approché par excès, avec 
une erreur relative moindre qu'une fraction ayant pour numérateur l'unité 
et pour dénominateur un nombre entier, si l'on conserve, sur la gauche de 
cette valeur approchée, un nombre de chiffres tel que le nombre entier formé 
par ces chiffres soit moindre que le dénominateur de la fraction, l'erreur 
absolue sera moindre qu'une unité du dernier ordre conservé. 

Ainsi, en supposant que 3*1416 soit une valeur approchée par excès 
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avec une erreur relative moindre que ^^n^ ^^ nombre 3141 sera une valeur 
approchée du nombre exact avec une erreur absolue moindre que 0*001. 
Car, Terreur relative de 3'1416 étant moindre que j^. Terreur absolue 
est moindre que la 3142« partie du nombre exact, et, à plus forte raison, 
moindre que la 3142* partie de 3*1416, laquelle est moindre que l^jf ou 
que 0*001. 

"344. Le même principe est applicable à une valeur approchée par 
défaut, lorsque le dénominateur de la fraction plus grande que Verreur 
relative excède de plus d'une unité le nombre entier formé par les chiffres 
conservés, et que Von augmente d'une unité le dernier de ces chiffres. 

Ainsi, en supposant que 29*8765 soit une valeur approchée par défaut 
avec une erreur relative moindre que ^, le nombre 29*9 sera une valeur 
approchée du nombre exact avec une erreur absolue moindre que O'I {*). 
Car, Terreur relative de 29*8765 étant moindre que ^, son erreur absolue 
est moindre que la 300® partie du nombre exact, et, par suite, 29*8765 
excède les fff du nombre exact; donc ^ du nombre exact et, à plus 
forte raison, Terreur absolue de 29*8765 est moindre que — al^, nombre 
plus petit que ff^ ou que 0*1. De plus, quand on remplace 29*8765 par 
29'9, on commet, en sens contraire, une nouvelle erreur absolue moindre 
que 0*1; donc Terreur absolue définitive est moindre que 0*1. 

*346. L'erreur absolue d'un produit de deux facteurs, Vun exact et 
Vautre approché, est égale au facteur exact multiplié par Verreur absolue 
de Vautre facteur ; et Verreur relative du même produit est égale à celle 
du facteur approché. 

Considérons le produit AB dans lequel on remplace le facteur A par 
sa valeur approchée A + a ou A — a. En multipliant le facteur appro- 
ché A+ a ou A — a par le facteur exact B, on obtient le produit approché 
AB -h aB ou AB — aB, dont Terreur absolue est aB. 

Pour obtenir Terreur relative du produit, on divise Terreur absolue 



n Dans cet exemple, le dénominateur de la fraction 3^ plus grande que l'erreur relative 
excède de 2 unités le nombre entier 298, formé par les chiffres conservés. 
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aB par le produit exact AB, ce qui donne j,ou l'erreur relative du facteur 
approché. 

Plus généralement, l'erreur relative d'un 'produit de plusieurs facteurs, 
dont un seul est approché, est égale à Verreur relative de ce facteur. 

*346. L'erreur relative d'un pi'oduit de deux facteurs approchés eM 
égale à la somme ou à la différence des erreurs relatives des deux facteurs, 
plus ou moins le produit de ces mêmes erreurs. 

Considérons le produit AB dans lequel on remplace les facteurs A et B 
par leurs valeurs approchées par excès ou par défaut A + a ou A — a, 
B + |3 ou B — (3. 

Si l'on remplace A et B par leurs valeurs approchées par excès A -+- « 
et B + /3, on a le produit approché AB + aB + f3A -1- a|3, dont l'erreur 
absolue est aB i- j3A + a|3. Divisant cette erreur par le produit exact 
AB, on trouve que l'erreur relative du produit est 

A B AB' 

<î'est-à-dire la somme des erreurs relatives des facteurs approchés, aug- 
mentée du produit de ces mêmes erreurs. 

Si l'on remplace A et B par leurs valeurs approchées par défaut A — a 
et B — j3, on trouve, pour erreur relative du produit approché, 

a j3 _ a (3 

A B AB' 

c'est-à-dire la somme des erreurs relatives des facteurs approchés, dimi- 
nuée du produit de ces mêmes erreurs. 

Enfin, si l'on remplaceJA par A + a et B par B — |3, on trouve 
l'erreur relative 

Â B AB' 

c'est-à-dire la différence des erreurs relatives des facteurs approchés, 
diminuée du produit de ces mêmes erreurs. 



*847 Lorsque les erreurs relatives de deux quantités sont de très 
petites fractions f leur produit est lui-même très petit par rapport à chacune 
d'elles, ce qui permet de ne pas en tenir compte dans les applications. La 
proposition qui précède peut alors s'énoncer de la manière suivante : 

L'erreur relative d'un produit de deux facteurs approchés, dans le même 
sens ou en sens contraires, est sensiblement égale à la somme ou à la diffé- 
rence des erreurs relatives des deux facteurs. 

Plus généralement, l'erreur relative d'îiii produit de plusieurs facteurs, 
approchés dans le même sens, est sensiblement égale à la somme des erreurs 
relatives de tous les facteurs. 

On déduit de là que l'erreur relative d'une ptnssance d'un nombre 
approché est sensiblement égale à Verreur relative de ce nombre, multiplié 
par le degré de la puissance. 

Réciproquement, Verreur relative de la racine dun nombre approchét^i 
sensiblement égale à l'erreur relative de ce nombre, divisée par le degré 
de la racine. 

*S48* L'erreur absolue dit quotient dun nombre approché par m 
nombre exact est égale à l'erreur absolue du dividende divisée par le 
diviseur, et l'erreur relative du même quotient est égale à celle du 
dividende. 

Considérons le quotient ^ dans lequel on remplace le dividende A par 

sa valeur approchée A -f- a ou A — a. En divisant le dividende approché 
A + a ou A — a par le diviseur exact B, on obtient le quotient approché 

=r + =T ou rô "~ 5» d^"* Terreur absolue est 5, c'est-à-dire Terreur 

absolue du dividende divisée par le diviseur. 
Pour obtenir Terreur relative du quotient, on divise Terreur absolue^ 

A a 

par le quotient exact =^, ce qui donne -r, ou Terreur relative du dividende. 
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*349- L'erreur relative du quotient de deux nombres approchés est 
nsiblement égale à la somme ou, à la différence des erreurs relatives de 
'S deux nombres. 

En effet, le dividende étant égal au produit du diviseur par le quotient, 
îrreur relative du dividende est sensiblement égale à la somme ou à la 
fférence des erreurs relatives du diviseur et du quotient, suivant qu'ils 
int approchés dans le même sens ou en sens contraires (347); donc 
erreur relative du quotient est sensiblement égale à la somme ou à la 
ifférence des erreurs relatives du dividende et du diviseur, suivant qu'ils 
)nt approchés en sens contraires ou dans le même sens. 



CHAPITRE X 

PROBLEMES SUR LES APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES 

Produit de deux facteurs. 

*850. Problème I. Trouver une valeur approchée du produit 

31-415 927 535 X 0014 142 135, 

vec une erreur absolue ou relative moindre que 0*001. 

1** En écrivant le multiplicateur de manière que le chiffre de ses 
nilés simples soit au-dessous du chiffre 2 qui exprime des cent- 
ûllièmes au multiplicande, et en observant la règle d'Oughtred (335), 
n trouve 0*444 pour le produit demandé. 

2° Le produit exact étant plus grand que 31 X 0*01 ou que 0*31, 
our en obtenir une valeur approchée avec une erreur relative moindre 
^^ tôWj il suffit d'en calculer une valeur approchée avec une erreur 
bsolue moindre que 0*0001 (342). La règle d'Oughtred donne 0*4443. 

*851. Problème II. Sur combien de chiffres peut-on compter dans le 
roduit 3*141... X 27*18... de deux facteurs dont les chiffres donnée 
^nt exacts ? 

Les erreurs relatives des deux facteurs approchés étant respectivement 



i 
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moindres que j^n ®* mi (3*2), l'erreur relative de leur produit est 
moindre que la somme de ces fractions (347), et, à plus forte raison, que 
le double de la plus grande, ou que ^^, De plus, Texcès de 1359 sur lel 
nombre entier formé par les trois premiers chiffres du produit approché] 
est plus grand que l'unité; donc on pourra compter sur les trois premiers 
chiflFres à gauche de ce produit (344), ce qui donne définitivement 85*4.| 

*S62. Problème III. Combien suffit-il de calculer de chiffres dam U 
facteurs 3'... et 0*6..., dont les chiffres donnés sont exacts, pour obtenH 
leur produit avec une erreur absolue ou relative moindre que 0*001 ? 

1** Le produit exact étant moindre que 4 X 0*7 ou que 2*8, pour 
obtenir une valeur approchée à moins de 0*001 , il suffit d'en calcule 
une valeur approchée avec une erreur relative moindre que j^ (344)1 
€t, par suite, que l'erreur relative de chaque facteur soit moindre 
5^ X \ ou que ^^ (347) ; donc il suffira de calculer quatre chiffi 
de plus dans le premier facteur et trois dans le second (342). 

2" Pour que l'erreur relative du produit soit moindre que 
suffit que l'erreur relative de chaque facteur soit moindre que j^; doue 
il suffira de calculer deux chiffres de plus dans chaque facteur (342). 



-î- il 



Produit de trois facteurs. 

*368 Problème IV. Trouver une valeur approchée du produit 
3*141 592 X 0*693 147 X 9*869 607, 

avec une erreur absolue ou relative moindre que 0*1. 

1*> Le produit exact étant moindre que 4 X 0*7 X 10 ou que 28, pot 
«n obtenir une valeur approchée à moins de 0*1, il suffit d'en calcul 
une valeur approchée avec une erreur relative moindre que ^ (344), 
par suite, de prendre chaque facteur approché avec une erreur relatif 
moindre que lir >< è ou que j\^ (347) ; ce qui donne le produit approc 
.3*141 X 0*6931 X 9*86, dont les trois premiers chiffres forment 
nombre 21*4, qui ,augmenté de 0*1, donne le nombre demandé 2*15 (î 

2° Pour que l'erreur relative du produit approché soit moindre que 
il suffit que l'erreur relative de chaque facteur soit moindre que ^ (347) 
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ce qui donne le produit approché 3*1 X 0*69 X 9*8, dont les deux pre- 
mière chiffres forment le nombre 20, qui, augmenté d'une unité, donne 
le nombre demandé 21 (344). 

*864. Problème V. Sur combien de chiffres peut-on compter dans le 
produits' H.., X 0*693... X 9*86... de trois facteurs dont les chiffres 
donnés sont exacts ? 

Les erreurs relatives des trois facteurs approchés étant respectivement 
moindres que 377, ^, ^ (342), l'erreur relative de leur produit est 
moindre que la somme de ces fractions (347), et, à plus forte raison, 
moindre que le triple de la plus grande ou que j^; donc on pourra 
dompter sur les deux premiers chiffres à gauche de ce produit (344), ce 
qui donne définitivement 22. 

, *866. Problème VI. Combien suffit-il de calculer de chiffres dans les 
facteurs 3*..., 0*6..., 9*..., dont les chiffres donnés sont exacts, pour 
obtenir leur produit avec une erreur absolue ou relative moindre que O'Ol ? 

1° Le produit exact étant moindre quQ 4 X 0*7 X 10 ou que 28, 
pour en obtenir une valeur approchée à moins de 0*01, il suffit d'en 
calculer une valeur approchée avec une erreur relative moindre que 
ri^t (344), et, par suite, que Terreur relative de chaque facteur soit 
[inoindre que j^ X | ou que g^ (347); donc il suffira de calculer 
Huatre chiffres de plus dans les deux premiers facteurs et trois dans 
le troisième (342). 

I 2® Pour que l'erreur relative du produit soit moindre que j^, il suffit 
be l'erreur relative de chaque facteur soit moindre que ^;donc il 

ifira de calculer deux chiffres de plus dans chaque facteur (342). 

Division, 

•366. Problème VII. Trouver le gwotientrfe 3*141 592;?flr0*069 314712, 
fec une erreur absolue ou relative moindre que 0*01 . 
y Le premier chiffre à gauche du quotient exact devant exprimer des 
fâines (339), tandis que le dernier du quotient approché doit exprimer 
centièmes, on voit qu'il suffit de calculer les quatre premiers chiffres 

15 
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de ce quotient. On prendra donc 69314 pour premier diviseur, 344159 
pour premier dividende, et, en observant la règle de la division abrégée 
(339), on trouvera 45'32. 

2* Pour que Terreur relative du quotient approché soit moindre (\m 
•—, il suffit de calculer, par la règle de la division abrégée, les trois pre-| 
miers chiffres du quotient exact. On prendra donc 6931 pour premier 
diviseur, 31415 pour premier dividende, et on trouvera le quotient 45*3. 

*367. Problème VIII. Sur combien de chiffres peut-on compter dm 
le quotient approché des deux nombres 3*141..., 0*2718..., dont Id 
chiffres donnés sont exacts? 

Si Ton prend pour valeurs approchées des deux nombres exacts lei 
deux nombres 3*141 et 0'2719, les erreurs relatives du dividende c 
du diviseur seront moindi*es que j^n ®* im (342); donc Terreur relative 
du quotient approché par défaut de 3*141 par 0'2719 est sensiblemen 
égale à la somme de ces fractions (349), et, par suite, moindre que k 
double de la plus grande, ou que j^. Or, en divisant 3'Wi par 
0*2719, on trouve le quotient irS5...; donc, en augmentant ce nombre 
de 0*01, on pourra compter sur les quatre chiffres du quotient approché 
11*56(344). 

*358. Problème IX. Combien suffit-il de calculer de chiffrer dans U 
nombres 3'... et 0*06..., dont les chiffres donnés sont exacts, pour obteni 
leur quotient avec une erreur absolue ou relative moindre que 0*1? 

1" Le premier chiffre à gauche du quotient exact devant exprimer de 
dizaines, tandis que le dernier du quotient approché doit exprimer de 
dixièmes, on voit qu'il suffit de calculer les trois premiers chiffres dec 
quotient, ou, ce qui revient au même, de calculer ce quotient avec un 
erreur relative moindre que j^. Cette condition sera remplie en pren 
des valeurs approchées du dividende et du diviseur avec une erreur vé 
tive moindre que j^W» ^^ ^^i ^^^8^ Temploi des quatre premiers chi 
de chacun de ces nombres. Il suffira donc de calculer trois chiffres nott 
veaux dans chacun des nombres proposés. 

2° Pour obtenir le quotient avec une erreur relative moindre que ,| 
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il suffit d'employer des valeurs du dividende et du diviseur approchées 
avec une erreur relative moindre que ^, c'est-à-dire d'employer lés deux 
premiers chiffres de chacun de ces nombres. Il suffira donc de calculer 
un chiffre de plus dans chacun des nombres proposés. 

Carrés. 

*369. Problème X. Trouver le carré du nombre 3*1415926, avec une 
erreur absolue ou relative moindre que 0*01. 

1* En écrivant le nombre proposé au-dessous de lui-môme, de manière 
que le cbifiFre 3 des unités simples du multiplicateur corresponde au 
^chiffre 5 des dix-millièmes du multiplicande, et en observant la règle 
d'Oughtred, on trouvera le produit approché 9'87. 

2° Pour que l'erreur relative du carré demandé soit moindre que j^, 
il suffit que l'erreur relative du nombre approché soit moindre que ■^. 
On élèvera donc 3*14 au carré, ce qui donne 9*8596, et on aura défini- 
tivement 9*85 + 0*01 ou 9*86 pour le carré demandé. 

*860. Problème XI. Sur combien de chiffres peut-on compter dans le 
carré du nombre approché 3*214..., dont les chiffres donnée sont exacts? 

L'erreur relative de 3*214 étant moindre que j^, celle de son carré 
:10*329796 est moindre que j^ ou que yuj'^ ^^^^ ^^ pourra compter 
sur les quatre premiers chiffres de ce carré (344), en prenant 10*32 + 0*01 
:0u 10*33 pour sa vateur approchée. 

^ *861. Problème XII. Combien suffit-il de calculer de chiffres dans le 
^nombre 3*8..., dont les chiffres donnés sont exacts, pour obtenir son carré 
hvec une erreur absolue ou relative moindre que 0*01? 
^ 1* Le carré approché par défaut devant être moindre que le carré 15*21 
■de 3*9, pour que son erreur absolue soit moindre que 0*01, il suffit que 
son erreur relative soit moindre que —5^ (344), et, par suite, que l'erreur 
relative du nombre proposé 3*8... soit moindre que j^ X | ou que 
stfn; donc il suffira d'employer les quatre premiers chiffi^es de ce nombre, 
et, par suite, de calculer deux chiffres de plus. 
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2® Pour que le carré de 3'8... soit approché avec une erreur relative 
moindre que 7^, il suffit que Terreur relative de 3*8... soit moindre que 
5^; donc il suffira d'employer les trois premiers chiffres de ce nombre, 
et, par suite, de calculer un chiffre de plus. 



Cubes. 



*S62. Problème XIII. Trouver le cube du nombre 3*1415926, ave^ 
une erreur absolue ou relative moindre que 0*1. 

1° Le premier chiffre du cube approché devant exprimer des dizaines, 
tandis que le dernier doit exprimer des dixièmes, pour obtenir ce cube 
avec une erreur absolue moindre que 0*1, il suffit d'en calculer les trois 
premiers chiffres ou une valeur approchée avec une erreur relative 
moindre que ^^ ; donc il suffira d'employer une valeur approchée du 
nombre proposé avec une erreur relative moindre que -^^ (347), et, par 
suite, d'employer 3*141 dont le cube est 31, en ne conservant que les 
trois premiers chiffres et en augmentant le dernier d'une unité. 

2** Pour que l'erreur relative du cube demandé soit moindre que j^, il 
suffit que l'erreur relative du nombre approché soit moindre que ^. On 
élèvera donc 3*1 au cube, ce qui donne 29*791, et on aura définitivement 
29 + 1 ou 30 pour le cube demandé. 

*3e8. Problème XIV. Sur combien de chiffres peut-on compter dans 
le cube du nombre approché 3*141..., dont les chiffres donnés sont exacts? 

L'erreur relative de 3*141 étant moindre que ^7^7, celle de son cube 
30*988732221 est moindre que 3^ ou que j^; donc on pourra compter 
sur les trois premiers chiffres de ce cube (344), en prenant 30*9 + 0*1 
ou 31 pour sa valeur approchée. 

*364. Problème XV. Combien suffit-il de calculer de chiffres dans le 
nombre 3*1..., dont les chiffres donnés so7it exacts , pour obtenir son cube 
avec une erreur absolue ou relative moindre que 0*01 ? 

1** Le cube approché par défaut devant être moindre que le cube 32*768 
de 3*2, pour que son erreur absolue soit moindre que O'Ol, il suffit que 



son erreur relative soit moindre que ^^ (344), et, par suite, que Terreur 
relative du nombre proposé 3'1... soit moindre que 3^ X | ou que 
^ ; donc il suffira d'employer les cinq premiers chiffres de ce nombre, 
et, par suite, de calculer trois chiffres de plus. 

2" Pour que le cube de 3 1... soit approché avec une erreur relative 
moindre que j^, il suffit que Terreur relative de 3*1... soit moindre 
que ^; donc il suffira d'employer les trois premiers chiffres de ce 
nombre, et, par suite, de calculer un chiffre de plus. 

Racines carrées. 

*865. Problème XVI. Trouver la racine carrée du nombre 
0'031415926, avec une erreur absolue ou relative moindre que 0*01. 

l** On conserve deux fois autant de chiffres décimaux qu'on veut en 
avoir à la racine, ce qui donne le nombre 0*0314 dont on extrait la 
racine carrée à moins d'une unité, en faisant abstraction du point décimal; 
et on obtient ainsi le nombre 17, sur la droite duquel on sépare deux 
décimales, ce qui donne la racine demandée 0*17. 

2' L'erreur relative de la racine approchée devant être moindre que -j^, 
il suffit de calculer les trois premiers chiffres de cette racine, ce qui 
donne 0*177. 

*366. Problème XVII. Sur combien de chiffres peut-on compter 

dans la racine carrée du nombre approché 31*41..., dont les chiffres 

donnés sont exacts ? 
L'erreur relative du nombre 31*42 approché par excès étant moindre 

que g^ (342), Terreur relative de la racine carrée de 31*42 est moindre 

que ^ X J ou que ^5^ (344). Or le premier chiffre de cette racine est 

un 5; donc on pourra compter sur les quatre premiers chiffres, et on aura 

5*605 pour la racine du nombre exact, avec une erreur absolue moindre 

que 0*001. 

*867. Problème XVIII. Combien suffit-il de calculer de chiffres dans 
le nombre 7*6..., dont les chiffres donnés sont exacts, pour obtenir sa 
racine carrée avec une erreur absolue ou relative moindre que 0*001 ? 
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l** Pour que l'erreur absolue de la racine approchée, commençant parle 
chiffre 2, soit moindre que 0*001, il suffit d'en calculer les quatre pre- 
miers chiffres, ou, ce qui revient au môme, une valeur approchée avec une 
erreur relative moindre que 3^, ce qui exige seulement que l'erreur 
relative du nombre proposé soit moindre que 3^ ou j^^ ; donc il suffira 
de connaître les quatre premiers chiffres du nombre 7*6..., et, par 
suite, de calculer deux chiffres de plus. 

2^ Pour que l'erreur relative de la racine carrée approchée soit 
moindre que 75^, il suffit que celle du nombre 7'6... soit moindre que 
WôQ ^^ 50Ô» ^6 ^"^ e\ïge que l'on connaisse seulement ses trois premiers 
chiffres; donc il suffira de calculer un chiffre de plus. 

Racines cubiques. 

*S68. Problème XIX. Trouver la racine cubique du nombre 
0*031415926, avec une erreur absolue ou relative moindre que 0"01. 

1** On conserve trois fois autant de chiffres décimaux qu'on veut en 
avoir à la racine, ce qui donne le nombre 0*031 41S dont on extrait la 
racine cubique à moins d'une unité, en faisant abstraction du point 
décimal; et on obtient ainsi le nombre 31, sur la droite duquel on sépare 
deux décimales, ce qui donne la racine demandée 0*31. 

2** L'erreur relative de la racine approchée devant être moindre que 
tJ^, il suffit de calculer les trois premiers chiffres de cette racine, ce qui 
donne 0*315. 

*369. Problème XX. Sur combien de chiffres peut-on compter dans la 
racine cubique du nombre approché 31*4..., dont les chiffrées donnés sont 
exacts ? 

L'erreur relative du nombre 31*5 approché par excès étant moindre que 
577 (342), l'erreur relative de la racine cubique de 31*5 est moindre 
que 377 >^ 3 ^^ ^^6 94i (3**)- Or le premier chiffre de cette racine est 
un 3 : donc on pourra compter sur les trois premiers chiffres, et on aura 
3*15 pour la racine du nombre exact, avec une erreur absolue moindre 
que 0*01. 
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*870. Problème XXI. Combien suffil-it de calculer de chiffres dans 
le nombre 0'6..., dont tes chiffres donnés sont exacts y pour obtenir sa 
racine cubique avec une erreur absolue ou relative moindre que 0*01 ? 

i^ Pour que Terreur absolue de la racine approchée, commençant par 
le chiffre 8, soit moindre que 0'01,il suffit d'en calculer les deux pre- 
miei*s chiffres, ou, ce qui revient au même, une valeur approchée avec 
une erreur relative moindre que ^, ce qui exige seulement que l'erreur 
relative du nombre proposé soit moindre que ^ ou ^; donc il suffit de 
connaître les deux premiers chiffres du nombre 0'6..., et, par suite, de 
calculer un chiffre de plus. 

2** Pour que l'erreur relative de la racine cubique approchée soit 
moindre que y^, il suffit que celle du nombre 0'6... soit moindre 
^"^ ïoô ^" ^» ce qui exige que l'on connaisse seulement ses deux premiers 
chiffres; donc il suffira de calculer un chiffre de plus. 
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LIVRE CINQUIÈME 



LES RAPPORTS ET LES PROPORTIONS 



CHAPITRE I 

IDES ZU^PPOftTS 



871. On appelle rapport d'un nombre à un autre le nombre qui 
iîidique combien de fois le premier co7itient le second et combien de 
parties du second. 

Ainsi le rapport de 25 à 7 est 3^, parce que 25 est égal à 3 fois 7 
plus aux I de 7; de même, le rapport de ^ à ^ est 16, parce que | est 
égal à 16 fois jg. 

Le rapport ainsi défini n'existe qu'entre deux nombres de même espèce. 

Plus généralement, on appelle rapport d'un nombre à un autre le 
quotient de la division du pi'emier nombi'e par le second. 

Le rapport ainsi défini se confond avec la fraction, prise dans son sens 
le plus général (261). 

Pour indiquer le rapport de deux nombres, on emploie indifféremment 
le signe de la division ou la notation des fractions. 

Ainsi, pour indiquer le rapport de 25 à 7, ou de | à ^, on écrit 
indifféremment : 

25 : 7 ou ^, f : ^ ou f. 

36 

Le dividende ou numérateur est appelé le premiei* terme ou Yantècédent 
du rapport, et le diviseur ou dénominateur est appelé le seco7id terme ou 
le conséquent du rapport. 

Il suit de la définition que les rapports jouissent des mêmes propriétés 
que les fractions en général (262). 
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En particulier, lorsqu'on multiplie ou qu'on divise les deux termes d'un 
rayport par un même nombre, le rapport ne change pas de valeur. 

■s 

Deux rapports sont inverses ou réciproques Tun de Tautre, lorsque 
leur produit est égal à l'unité, ou, si Ton veut, lorsque l'antécédent de 
l'un est le conséquent de l'autre, et réciproquement (250). 

Ainsi les rapports ^ et ^ sont inverses l'un de l'autre. 



CHAPITRE II 

3DSS FXiOPOfi'rZOlïTS 

372. On dit que quatre nombres sont en proportion y lorsque le rapport 
du premier au deuxième est égal au rapport du troisième au quatrième. 

Une proportion est Végalité entre deux rapports. 

Le rapport de 48 à 12, par exemple, étant égal à celui de 24 à 16, les 
quatre nombres 18, 12, 24, 16 forment une proportion. 

Cette proportion s'écrit : 

18:12 = 24:16, ou i? = g, 

et elle s'énonce : 

18 est à 12 comme 24 est à 16, ou 18 sur 12 égale 24 sur 16. 

Les nombres 18, 12, 24, 16 sont appelés respectivement le premier', 
le deuxième^ le troisième et le quatrième terme de la proportion; les 
nombres 18 et 24 sont les antécédents; 12 et 16 sont les conséquents; 
18 et 16, les extrêmes; 12 et 24, les moyens. 

On dit aussi que les nombres 18 et 24 sont respectivement p^opor- 
tiojinels aux nombres 12 et 16. 

Il est évident qu'on peut multiplier ou diviser par un même nombre 
les deux premiers termes d'une proportion ^ ou les deux derniers, ou les 
deux antécédents, ou les deux conséquents, ou les ^quatre termes. 



— 234 — 

Une proportion est appelée continue lorsque les termes moyens sont 
égaux. 

Telle est la proportion j^ = -^ . 

On appelle quatrième ^proportionnelle à trois nombres le quatrième terme 
d'une proportion dont ces nombres sont les trois premiers termes. 

18 24 

Ainsi, dans la proportion jâ = j^» ^^ nombre 16 est la quatrième pro- 
portionnelle aux trois nombres 18, 12, 24. 

On appelle troisième proportionnelle à deux nombres le quatrième terme 
d'une proportion continue qui a pour premier terme le premier nombre 
e\ pour termes moyens le second nombre. 

18 12 

Ainsi, dans la proportion jô = "ô"» ^^ nombre 8 est la troisième pro- 
portionnelle aux deux nombres 18 et 12. 

On appelle moyenne proportionnelle ou géométrique entre deux 7iomhm 
le terme moyen d'une proportion continue dont ces deux nombres sont 

les termes extrêmes. 

18 12 
Ainsi, dans la proportion rs = "ô"? ï® nombre 12 est la moyenne pro- 
portionnelle ou géométrique entre les deux nombres 18 et 8. 

373. Théorème I. Dans toute proportion, le produit des extrêmes est 

égal au produit des moyens. 

Soient a, b, c, d les quatre termes d'une proportion quelconque, en 

fiorte que l'on ait 

a c 

b" d' 

Si l'on multiplie les deux termes du premier rapport par rf, et les deux 

termes du second par b, on ne changera pas la valeur de ces rapports 

(371), et il viendra 

a X d c X b 

b X d^ d X b' 
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Ce& deux rapports égaux ayant le môme dénominateur (42), leurs numé- 
rateurs sont égaux, et on a 

a X d = c X by 

ce qu'il fallait démontrer. 

374. Théorème II. Réciproquement, si quatre nombres sont tels que 
le produit de deux d'entre eux soit ^gal au pi'oduit des deux autres, ces 
quatre nombres forment une proportion, dans laquelle les extrêmes ou les 
moyens sont les deux premiers ^ombres ou les deux derniers. 

Soit Tègalité 

a X d = b X c, ou b X c =^ a X d. 

Si Ton divise ces produits égaux par ^ X d, ou par c X d, ou par 
a X b, ou par a X c, on aura, en supprimant les facteurs communs aux 
deux termes des rapports ainsi obtenus, les proportions 



a c 


a b 


d c 


d b 


b d' 


c d' 


b a' 


c a' 


c a 


b a 


c d 


b d 


d J' 


l~~~c' 


a~ b' 


a c' 



ce qui démontre Ténoncé. 

876. Théorème III. Da7is toute proportion, on peut : 1° échanger un 
moyen avec Vautre; 2° échanger un extrême avec l'autre; 3"^ mettre les 
moyens à la place des extrêmes, et réciproquement. 

En effet, d'après le premier théorème, les huit proportions 
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a b 


d c 


d b 
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c d' 


b fl' 


c a' 


c 


a 


b a 


c d 


b d 


d 


T' 


d c' 


a b' 


a'^ c' 



conduisent toutes à l'égalité aX d = b X c; et, réciproquement, d'après 
le deuxième théorème, elles se déduisent toutes de la même égalité. Donc 
ces huit proportions sont équivalentes, ce qui démontre l'énoncé 
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376. Théorème IV. Dans toute proportion^ la somme ou la différetice 

des deux premiers termes est au premier ou au deuxième, comme la sommée 

ou la différence des deux derniers est au troisième ou au quatrième (*). 

a c 
Soit la proportion -r = -ji d^i^s laquelle nous supposons a plus grand 

que b : je dis que Ton a 

a ± b c ± d a ± b c ± d 

a c ' b d ' 

En effet, la proportion 

a c 

T^ 1 
devient, en augmentant ou en diminuant chaque rappbrt de 1 , 

ou, en réduisant au même dénominateur, 

a ± b c ± d 

~V d~' 

De môme, si l'on écrit (375) la proportion a : b = c \ d sous la forme 

b_^d^ 
a c' 

puis qu'on augmente ou qu'on diminue 1 de chaque rapport, on a 

a c 

ou, en réduisant au même dénominateur, 

a ± b c ± d 

a c * 

877. Théorème V. Dans toute proportion, la somme ou la différence des 
deux premiers termes est à la somme ou à la différence des deux derniers, 
comme le premier terme est au troisième, ou le deuxième au quatrième. 



(*) Autrement dit : io à chaque antécédent on peut ajouter le conséquent, oa de chaque 
antécédent on peut soustraire le conséquent; 2» à chaque conséquent on peut ajouter 
l'antécédent, ou de chaque conséquent on peut soustraire l'antécédent. 
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a 



Soit la proportion y = -j. 

On a, d'après le théorème précédent, 

a ± h '^_^c ± d a ± b c ± d 

~a c~' ~~b d~' 

ïoù, en échangeant les moyens entre eux, 

a ± b a^ a ± b b 

ee qui démontre le théorème. 

378. Théorème VI. Dans toute proportion, la somme des deux pre- 
miers termes est à la somme des deux derniers, comme la différence des 
deux premiers est à la différence des deux derniers. 

Soit la proportion — = -7. 

On a, d'après le théorème précédent, 

a + b a a — b a 

c + d c' c — d c' 

Mais deux rapports égaux à un troisième sont égaux entre eux (*) : donc 

a + b a — b 

c + d c — d' 

379. Théorème VIL Dans toute proportion, la somme des deux pre- 
^tniers termes est à leur différence comme la somme des deux derniers est 
^leur différence. 

Soit la proportion -7- = -j . 

On a, d'après le théorème précédent, 

a -\- b a — b 

c + d "^ c — d' 



n Autrement dit, quand deux proportions ont un rapport commun, les deux autres 
^^PPorts forment une proportion. 
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d'où, en échangeant les moyens entre eux, 

a + b c -h rf 

a — b c — à* 

ce qui démontre le théorème. 

*880. Théorème VIII. Réciproquement, si la somme de deux nombres 

est à leur différence comme la somme de deux autres nombres est à leur 

différence, le rapport des deux premiers nombres est égal au rapport des 

deux autres. 

Soit la proportion 

a + b c + d 



a — b 



c — d' 



On a, en appliquant le théorème précédent, 



ou (35) 



(« 


+ b)+ [a- 


■b) 


{a 


+ b) — (a 


■b) 




a + b + a - 


-b 



{C + d) + ic ~ 


d) 


(c + rf) — (c — 


dy 


c + d H- c — d 





a + b — a + b c -h d — c + rf' 



ou 



ou, enfin. 



2fl 
'^b 

a 
~b 



_2c 
c 



ce qu*il fallait démontrer. 



881. Si l'on échange entre eux les termes moyens de la proportion 

a c 

j = - puis qu'on applique les théorèmes IV, V, VI, Vil à la proportion 

. . 1 , a b 

amsi obtenue - = j, on a 

c d 



a ± c 


b ±d 


a on c 


b ou d' 


a -¥ c 


a — c 



a ± c 
F^~d 



a 
~b 



c 
I' 



a + c b -^ d 

b + d b — d^ • a — c b — d' 
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Ainsi : 

1° Dans toute proport io7i, la somme ou la différence des deux antécédents 
est au premier terme ou au troisième y comme la somme ou la différence des 
deux conséquents est au deuxième terme ou au quatrième; 

2° Dans toute proportion^ la somme ou la différence des deux antécé- 
dents est à la somme ou à la différence des deux conséquents comme un 
antécédent quelconque est à son conséquent; 

3° Da7is toute proportion, la somme des deux antécédents est à la somme 
des deux conséquents comme la différence des deux antécédents est à la 
différence des deux conséquents; 

4*^ Dans toute proportion, la somme des deux antécédents est à leur 
différence comme la somme des deux conséquents est à leur différence. 

382. Les proportions jouissent de plusieurs autres propriétés, parmi 
lesquelles nous citerons les suivantes : 

1* Quand on multiplie plusieurs proportions terme à terme, les pro- 
duits sont en proportion ; 

2° Quand on divise deux proportions terme à terme, les quotients sont 
en proportion; 

3** Si quatre nombres sont en proportion, leurs puissances ou leurs 
racines de même degré sont en proportion, 

388. Problème. Trouver Vun des quatre termes d'une proportion, 
connaissant les trois autres, oti le terme moyen d'une proportion continue, 
connaissant les termes extrêmes. 

On a vu que, dans toute proportion, le p7'odtdt des extrêmes est égal au 
produit des moyens (373). En particulier, dans mie proportion continue, le 
carré du terme moyen est égal au produit des termes extrêmes. 

On déduit de là les règles suivantes : 

1° Pour obtenir un terme extrême, on divise le produit de^ moyens par 
Vautre extrême; 

2* Pour obtenir un terme moyen, on divise le produit des extrêmes par 
l'autre moyen; 

3<* Pour avoir le terme moyen d'une proportion continue, on extrait la 
Tacine carrée du produit des termes extrêmes; 
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4** Pour' avoir la quatrième proportiotifielle à trois nombres, on divise 
par le premier nombre le produit des deux autres ; 

S® Pour avoir la troisième proportionnelle à deux nombres, on divise 
par le premier nombre le carré du deuxième; 

6** Pour avoir la moyenne proportionnelle entre deux nombres, on 
extrait la racine cajrée du produit de ces nombres. 



CHAPITRE III 

IDES SUITBS DS ftA.PPOZlXS éGh.A.X73C 

384. Théorème I. Lorsqu'on ajoute terme à terme plusieurs fractions 
égales, la fraction obtenue est égale à chacune des fractions proposées; en 
d'autres termes, dans toute suite de rapports égaux, la somme des antécé- 
dents est à la somme des conséquents comme un antécédent quelconque est 
à son conséquent. 

Soit la suite de rapports égaux 

a c e_ g_ 

T " 1 '^ J ~ T' 

En appelant q la valeur commune de ces rapports, on a 



d'où (241) 



a c e q 

a = q X b, 

c == q X d, 

e = qX f, 

g = q X h, 
d'où, en ajoutant, 

a-{'C + e + g = qX(b + d + f + h), 

puis, en divisant par b + d + f + h, 

a + c + e + g 



b-^ d + f + h 



= Q. 



— 241 — 

ou, enfin, 

a + c + e + g a c e g {*) 

b + d + f+h'~'b'"d'~J~t ' 

*386. Théorème II. Lorsqu'on ajoute terme à terme plusieurs fractions 
inégales, la fraction obtenue est comprise entre la plus grande et la plus 

petite des fractions données. 

a c p Q 
Soient les fractions inégales -r-, -r, -7-, t-, que nous supposons écrites 

par ordre de grandeur décroissante. 

En désignant la plus grande r de ces fractions par p et la plus petite | 

par q, on a 

a 

p>i>i. 

' p > j > q, 

P > f = ?, 

d'où, en multipliant respectivement par b, d, f, h, 

pXb = a>qXb, 

p X d > c y q X d, 

pXf>e>qXf, 

pXh>g = qXhy 
d'où, en ajoutant, 

i?X (b J^d + f -^ h) > a + c + e-{- g > q X (b -{- d + f + h), 

d'où, en divisant p2iV b + d + f + h, 



^ a+c+e+g^ 

p > b + d + f + h > '?' 



(*) Lorsqu'on multiplie terme à terme m fractions égales, la fraction obtenue est 
égale à la m* puissance de chacune des fractions proposées. 

16 
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ou, enfin, 

aa + c-\-e + g g 
b ^ /; + d 4- /•+ /i -^ h' 

Ainsi la fraction -. — ; — , , ^ , ^ ^, obtenue en ajoutant terme à terme 

b -\- d + f + h' ^ 

les fractions données, est comprise entre 7 et |, c'est-à-dire entre la plus 
grande et la plus petite de ces fractions : c'est ce qu'il fallait démontrer. 

886. Théorème III. Dans toute suite de rapports égaux, on petit 
remplacer les antécédents ou les conséquents par des nombres qui leur 
sont respectivement proportionnels. 

Soient les deux suites de rapports égaux : 

a c e_ g 

l~'d"'J~Tt' 

a c e g 

m n p q' 

Si l'on divise membre à membre ces deux suites d'égalités, on a 

a a ce e e q q 
b ' m d ' n f ' P h ' q * 
ou 

a X m c y, n e X p g X q 

Fx~â "" d X c ~ f X e ~ h X g' 

ou, en simplifiant, 

m n p q 

J~ 1 " J ~ J' 

Or cette dernière suite d'égalités n'est autre que la première, dans laquelle 
on aurait remplacé les antécédents a, c, e, g, par les nombres m, w, p, ^, 
qui leur sont respectivement proportionnels. 



( 



LIVRE SIXIEME 

LES PROGRESSIONS ET LES LOGARITHMES 



CHAPITRE I 

IDES Pfioa-iisssioiïTS :e>a.:r iDiFF:É2riE:isrcB 



887. Une progression par différence est une suite de nombres tels que 
chacun d'eux est égal au précédent augmenté ou diminué d'un nombre 
constant, appelé la raison de la progression. 

Ainsi les deux suites de nombres 



8, 


11, 


14, 


n. 


20, 


etc., 


23, 


21, 


19, 


17, 


is. 


etc., 



sont deux progressions par différence, l'une croissante, ayant pour raison 
3, Tautre décroissante, ayant pour raison 2. 

388. Problème I. Trouver un terme de rang q^ielconque d'une pro- 
gression par différence. 

Soit à trouver le douzième terme de la progression croissante par 
différence 80, 85, 90, 95, 100, etc. 

Le second terme est égal au premier augmenté de la raison, ou à 
80 plus 5; le troisième est égal au second augmenté de la raison, ou à 
80 plus 2 fois 5; le quatrième est égal au troisième augmenté de la 
raison, ou à 80 plus 3 fois 5, et ainsi de suite jusqu'au douzième, qui 
est égal à 80 plus \\ fois 5, ou à 135. 

On trouverait, de môme, que le douzième terme de la progression 
décroissante par différence 80, 75, 70, 65, 60, etc., est égal à 80 moins 
11 fois 5, ou à 25- 

En général, un terme derang quelconque d'une progression par différence, 
croissante ou décroissante, est égal au premier, plus ou moins autant de fois 
la raison qu'il y a de termes qui précèdent. 
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389. Problème II. Inséi^er, entre M et 63, sept moyens différentiels; 
c'est-à-dire trouver une progression par différence dont le premier terme 
soit 17, le dernier 65, et telle qu'entre 17 et 68 il y ait sept termes. 

La progression cherchée se compose de neuf termes, dont le dernier, 
65, est, d'après ce qu'on vient de voir (388), égal au premier, 17, plus 
8 fois la raison. L'excès de 65 sur 17, ou 48, est donc égal à 8 fois la raison. 
Par suite, la raison est la huitième partie de 48, ou 6. 

La progression demandée est donc 

17, 23, 29, 35, 41, 47, 53, 59, 65. 

En général, poicr avoir la raison de la progression cherchée, on fait la 
différence des deux nombres donnés, et on divise cette différence par le 
nombre des moyens à insérer, augmenté d'une unité. 

390. Théorème. Si l'on insère, entre les termes consécutifs d'une 
progression 'par différence, le même nombre de moyens différeyitiels, les 
progressions partielles obtenues forment une seule et même progression. 

Supposons que l'on insère trois moyens différentiels entre les termes 
consécutifs de la progression par différence 12, 28, 44, 60, etc. Les raisons 
des progressions partielles successives seront (389) : 

28 — 12 44 — 28 60 — 44 
4 ' 4 ' 4 ' 

Or les différences 28—12, 44 — 28, 60 — 44, etc., sont toutes 
égales à la raison 16 de la progression donnée. Par conséquent, les pro- 
gressions partielles ont toutes pour raison /« quatrième partie de 16, ou 4. 
D'ailleurs, le dernier terme de chacune d'elles est le premier terme de la 
suivante. Donc toutes ces progressions ne forment qu'une seule et même 
progression. 

391. Problème III. Trouver la somme des termes d'une progression 
par différence. 

Soit la progression par différence 

4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28. 
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Si Ton écrit cette progression au-dessous d'elle-même en ordre inverse : 

4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 28, 28, 
28, 25, 22, 19, 16, 13, 10, 7, 4, 

on remarque que la somme des termes qui se correspondent dans les deux 
progressions est constante et égale à la somme 4-4-28 des deux premiers. 

En effet, les termes 13 et 19, par exemple, sont respectivement égaux, 
Tun à 4, plus 3 fois la raison, l'autre à 28, moins 3 fois la raison (388) : 
leur somme est donc égale à 4 + 28. 

Il suit de là que la somme des termes qui composent les deux progres- 
sions est égale à autant de fois 4-1-28 qu'il y a de termes dans chacune 
d'elles, ou à 9 fois 4 4- 28. D'ailleurs, cette somme est double de celle 
des termes de la progression proposée, laquelle, par suite, égale 

(4 -f 28) X 9 



2 



144. 



En général, la somme des termes d'une progression par différence est 
égale à la moitié du produit de la somme des termes extrêmes par le 
nombre des termes (*). 



CHAPITRE II 

3DSS E»IlOa-I^ESSIONS E»-A.Il QUOXIEITT 



8 92. Une progression par quotient est une suite de nombres tels que 
chacun d'eux est égal au précédent multiplié par un nombre constant, 
appelé la raison de la progression. 

Ainsi les deux suites de nombres 

4, 12, 36, 108, 324, etc., 
12, 6, 3, 1|, f, etc., 



n Si Ton appelle a le premier terme d'une progression par différence, / le dernier, r la 
raison, n le nombre et s la somme des termes, on a 

» 1 IX [a 4- l)n 



— 246 — 

sont deux progressions par quotient, l'une croissante, ayant pour raison 3, 
y -dwire décroissante, ayant pour raison |. 

393. Problème I. Trouver un terme de rang quelconque d'une pro- 
gression par quotient. 

Soit à trouver le douzième terme de la progression par quotient 7, 35, 
175, 87o, etc. 

Le second terme est égal au premier multiplié par la raison, ou à 
7 X o; le troisième est égal au second multiplié par la raison, ou à 
7 X 52 ; le quatrième est égal au troisième multiplié par la raison, ou à 
7X5-^; et ainsi de suite jusqu'au douzième, qui est égal à 7 X 5^^ ou à 
341796875. 

En général, un terme de rang quelconque d'une progression par quotient 
est égal au premier, multiplié par la raison élevée à une puissance de degré 
égal au nombre de termes qui précèdent . 

394. Problème II. Insérer, entre 16 et 4096, sept moyens propor- 
tionnels; c'est-à-dire trouver une progression par quotient dont le 
premier terme soit 16, le dernier 4096, et telle qu'entre 16 et 4096 il 
y ait sept termes. 

La progression cherchée se compose de neuf termes, dont le dernier, 
4096, est, d'après ce qu'on vient de voir (393), égal au premier, 16, 
multiplié par la huitième puissance de la raison. Le quotient de 4096 
par 16, ou 256, est donc égal à la huitième puissance de la raison. Par suite, 
la raison est la racine huitième de 256, ou 2. 

La progression demandée est donc 

16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096. 

En général, pour avoir la raison de la progression cherchée, on divise 
le second nombre par le premier, et on extrait de ce quotient une racine 
de degré égal au nombre de moyens à insérer, augmenté d'une unité, 

395. Théorème. Si Von insère, entre les termes consécutifs itine 
progression par quotient, le même nombre de moyens proportionnels, les 
progressions partielles obtenues forment une seule et même progression. 
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Supposons que l'on insère trois moyens proportionnels entre les termes 
consécutifs de la progression par quotient 12, 192, 3072, 49152, etc. Les 
raisons des progressions partielles successives seront (394) : 

V' Î92 V V^ÔTf k*/4ME% . 

12"' \l92' \1Ô72"' ^^''* 

Or les quotients de 192 par 12, de 3072 par 192, de 49152 par 
3072, etc., sont tous égaux à la raison 16 de la progression donnée. 
Par conséquent, les progressions partielles ont toutes pour raison la 
racine quatrième de 16, ou 2. D'ailleurs, le" dernier terme de chacune 
d'elles est le premier terme de la suivante. Donc toutes ces progressions 
ne forment qu'une seule et môme progression. 

396. Problème III. Trouver la somme des termes d'une progression 
far quotient. 
Soit la progression croissante par quotient 

3, 12, 48, 192, 768, 3072, 12288. 

En représentant par S la somme des termes de cette progression, on a 

S = 3 + 12 4 48 + 192 + 768 + 3072 -f 12288. 

Multiplions les deux membres de cette égalité par la raison 4, en obser- 
vant que le produit d'un terme par la raison égale le terme suivant; 
il viendra 

4S = 12 + 48 + 192 + 768 + 3072 + 12288 + 12288 X 4. 

Si de cette nouvelle égalité on retranche la première, il vient 

4S — S = 12288 X 4 ~ 3, 

ou 

(4 — 1) S == 12288 X 4 — 3, 

d'où 

g^_m88x4-.3^,3333 

4 — 1 
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En général, pour avoir la somme des termes d'une progression croissante 
par quotient, on multiplie le dernier terme par la raison; on 7*etranche du 
produit le premier terme, et on divise la différence par la liaison diminuée 
de Vunité, 

Si la progression est décroissante, on la suppose écrite dans Tordre 
inverse, et on applique la même règle ('). 



CHAPITRE III 

ODES Z^OO-.A^IlZ'rïIlS.dCSS EN C3-ÉNÉRA.X- ('*) 

397. Étant données deux progressions, indéfinies dans les deux sens, 
l'une par quotient, commençant par Vunité, Tautre par différence, com- 
mençant par zéro, les termes de la progression par différence sont dits 
les logarithmes des termes correspondants de la progression par 
quotient. 

Ainsi les deux progressions 



• • • 



4096» 618' 64» 8> *» "» ""*> ^i-^, ^\fiJ\J, ... 

... —12, —9, —6,-3, 0, 3, 6, 9, 12,... 

forment un système de logarithmes, dans lequel on a 

log 1 = 0, log 8 = 3, log 64 = 6, log 512 = 9, etc.; 

ïog î = - 3, log ^ = — 6, log ^ = — 9, etc. 



{*) Si Ton appelle a le premier terme d'une progression par quotient, l le dernier, q la raisoo, 
n le nombre et s la somme des termes, on a 

n-i __ Iq — a 

l = aq , '— g^i' 

C*) LMnvention des logarithmes est due à Jean Néper, baron de Merchiston, qui la publia 
en 1614. 

La théorie des logarithmes n'est guère susceptible d'une exposition élémentaire; elle suppose 
la théorie des nombres négatif'i, des nombres incommensurables, des nombres approchés 
et àeV exponentielle a*. 
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398. Si l'on insère, entre les termes consécutifs de la progression 
par quotient, un nombre quelconque de moyens, et, entre les termes 
consécutifs de la progression par différence, le même nombre de moyens, 
chaque terme de la nouvelle progression par différence est dit le loga- 
rithme du terme correspondant de la nouvelle progression par quotient. 

Supposons, par exemple, que l'on insère deux moyens entre les termes 
consécutifs des deux progressions ci-dessus : la raison de la nouvelle 
progression par quotient sera (394) l^ 8 ou 2, et la raison de la nouvelle 
progression par différence sera (389) 3 : 3 ou 1. Les deux nouvelles 
progressions sont donc : 

1 1 1 1 1 1 i 9 X $i^ iA ^9 Al 

64' 32' Ï6' 8» 7' â» *» ^y *' "' * -'» ^^9 "*> ••• 

...-6,- 5, —4,— 3,- 2,-1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,... 

et, par suite, on a 

logl = 0, log2 = l, log4 = 2, log8 = 3, logl6 = 4, etc.; 
log| = -l, logi = — 2, logi = — 3, logJë= — 4, etc. 

899. Un nombre quelconque peut être considéré comme faismit partie 
de ta progression par quotient. Car, par l'insertion d'un nombre conve- 
nable de moyens, on peut faire entrer dans la progression, soit ce 
nombre lui-même, soit un autre nombre qui n'en diffère que d'aussi peu 
qu'on le veut, et qu'on peut, par conséquent, prendre pour ce nombre 
lui-même (*). Si l'on insère ensuite, dans la progression par différence, 
le même nombre de moyens, le moyen différentiel correspondant au 
nombre donné sera le logarithme de ce nombre (398). 

Il résulte de là que tout nombre a un logarithme, 

400. On appelle base d'un système de logarithmes le nombre qui a 
pour logarithme l'unité. 

Ainsi, dans le système de logarithmes considéré précédemment, on a 
log2 •= 1, et, par suite, 2 est la base de ce système. 



(*> Voir, pour la démonstration de cette proposition, les traités d'Algèbre. 



1 
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401. Théorème I. Le loyarithme d'un produit est égal à la somme des 
logarithmes de ses facteurs. 
On a, par exemple, 

log(a X b) = loga -\- \ogb. 



Pour le démontrer, insérons, entre les termes consécutifs de la pro 
gression par quotient, assez de moyens pour que les nombres a et 
fassent partie de la nouvelle progression, soit exactement, soit, ce qii 
levient au même, avec autant d'approximation qu'on voudra. Soit ^ 
raison, généralement incommensurable, de cette nouvelle progression 
Insérons, entre les termes consécutifs de la progression par différence, 
même nombre de moyens, et soit r la raison de la nouvelle progression 
On aura le système des deux progressions : 

1111 

Jî» J3» ^' ~q'> ^» ^» ^» ^'» ^ » •• 

.. — 4r, --3r, — 2r, — r, 0, r, 2r, 3r, 4r, ... 

où nous supposerons, pour fixer les idées, q plus grand que l'unité. 
Il peut se présenter trois cas : 

1** Les deux nombres a e\b sont tous deux plus grands que l'unité. 
Soient, par exemple. 



a = ^"*, // = ^", 
On a, par définition (398), 



d'où 



ab = q"''*^ " 



loga = mr, \ogb = ur, \ogab = (m + n)r, 



et, par suite. 



loga^ = loga + log//; 



2° Les deux nombres a ei b sont tous deu-x plus petits que l'unité. 
Soient, par exemple. 






d'où 



ab =—-^-' 
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On a, par définition, 

loga = — mr, lo^b = — nr, lo^ab = — {m •+ n)r, 

et, par suite, 

loga^ = logfl + log^; 

3" Les nombres aeXb sont Fun plus grand, Tautre plus petit que l'unité. 
Soient, par exemple, 

1 1 
a = ûf*", b = —. d'où a/> = o'"~"ou , 

suivant que m est plus grand ou plus petit que n (*). 
On a, par définition, 

logfl = mr, \ogb = — nVy \ogab = (m — n)r ou — [n — m)r, 

et, par suite, 

log ab = log a -+- log b. 

Le théorème s'étend facilement au cas de plusieurs facteurs (**). 

402. Théorème IL Le logarithme d'un quotient est ègatau logarithme 
du dividende moins le logarithme du diviseur. 
On a 

log-| = logfl — log /^. 
En effet, posons 



a 
d'où 



7==^^ 



a = b X q. 



(*) On a, en effel, pour m'^ n, 



, o»» nm • nn 

aO = 2— = 2 J_ = qm — n^ 

nn nn ; nn 

€l. pour m < n, 

. {fm nm ; nm \ 

qn qn ; qm qn — m' 

(**; La démonstration qui précède suppose quelques notions d'Algèbre. 
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On a, en vertu du théorème I, 

loga = logfr 4- log^, 
d'où 

log^ = loga — log^ 



ou 



a 



log-^ = loga — log/?. 

403. Théorème III. Le logarithme d'une puissance d'un nombre 
égal au logarithme de ce nombre multiplié par le degré de la puissmci 
On a, par exemple, 

loga* = 4 loga. 
En effet, on a (251) 

a'^ = aXaXaXa, 

et, par suite, en vertu du théorème I, 

loga* = loga + loga + loga + loga, 
ou 

loga* = 4 loga. 

404. Théorème IV. Le logarithme d'une racine d'un nombi^e est éf 

au logarithme de ce nombre divisé par le degré de la racine. 

On a, par exemple, 

log V^â*= \ loga. 
En effet, posons 

va = r, 
d'où (251) 

a = r®. 



On a, en vertu du théorème III, 

loga == 6 logr, 
d'où 

logr = ^ loga, 
ou 

log^^â"= Jloga. 



i 
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406. On voit, par les théorèmes qui précèdent, que remploi d'une table 
: logarithmes permet de remplacer la multiplication par une addition, 
division par une soustraction, l'élévation aux puissances par une 
altiplication, et l'extraction des racines par une division. 
Pour trouver, par exemple, le produit de plusieurs nombres, on fait la 
mme des logarithmes de ces nombres : le nombre qui a cette somme 
mr logarithme est le produit cherché. 



CHAPITRE IV 

406. Le système des logarithmes usuels a pour base 10. Il est défini 
|r les deux progressions : 

. O'OOOl, O'OOl, 0*01, 0*1, 1, 10, 100, 1000, 10000, ... 
-4, —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, ... 

407. Les logarithmes rf^ctmauir jouissent des propriétés suivantes : 

!• Le logarithme d'un nombre qui est une puissance rf^ 10 est 'positif et' 
b/ au degré de cette puissance. On a, pai; exemple, log 1000 000 = 6; 

2" Le logarithme d'un nombre qui est une puissance de 0*1 est négatif et 

il au degré de cette puissance. On a, par exemple, logO'OOOOOl = — 6 ; 
■ 

w Le logarithme d'un nombre qui n'est pas une puissance rfé? 10 ou de 
i est incommensurable (*). On l'exprime de façon à lui donner une partie 
fcere, appelée caractéristique y laquelle est positive, nulle ou négative, et 
^partie décimale y appelée mantisse^ laquelle est positive, et approchée 
moins d'une demi-unité de l'ordre de son dernier chiffre ; 

4*^ La caractéristique du logarithme d'un nombre qui a une partie entière 
\ positive et égale au nombre des chiffres y moins 1, de cette partie entière. 

. - ■ - 

) Voir, pour la démonstration de cette proposition, les traités d'Algèbre. 
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Soit, par exemple, le nombre 2987*6, qui a quatre chiffres à sa partie 
entière. Ce nombre est compris entre 1000 et 10000 : son logarithme 
est donc compris entre 3 et 4, et, par suite, est égal à 3, plus une fraction 
proprement dite; 

5° La caractéristique du logarithme d'un nombre décimal, satis partu 
entière, est négative et égale à autant d'unités que l'indique le rang ocmp 
par son premier chiffre significatif. 

Soit, par exemple, le nombre 0*00527, dont le premier chiffre signi- 
ficatif occupe le troisième rang, ou celui des millièmes. Ce nombre esS 
compris entre 0*001 et 0*01 : son logarithme est donc compris entre - 
et — 2, et, par suite, est égal à — 3, plus une fraction proprement ài% 

6° Quand on multiplie ou qu'on divise un nombre par 10°, la partie àk 
maie de son logarithme ne change pas, mais sa caractéristique augmti 
ou diminue de n unités. On a, en effet, 

log(a X 10") = Iog« + loglO" = loga -h n; 

log ^„ = loga — loglO" = loga — n, 

i 
Il résulte de là que les nombres formés des mêmes chiffrer, écrits kà 

le même ordre, et qui ne diffèrent que par la position du point décimalj oi 

même partie décimale à leurs logarithmes. 

Par exemple, les logarithmes des nombres 0*0078, 0*078, 0*78, 7*8, 71 

780, etc., ont même partie décimale, savoir, 89209 cent-millièmes, et ni 

diff<èrent que par leurs caractéristiques, qui sont respectivement : — 3, -i 

— 1, 0, 1, 2, etc., en sorte que l'on a : 

log 0*0078 = 3*89 209, log 7*8 = 0*89 209, 

log0*078 =2'89209, log78 =1*89209. 

Iog0*78 = 1*89209, log 780 = 2*89209, etc. 

Comme il a été dit. la partie décimale de tous ces logarithmes estposi 
tive, mais la caractéristique est positive, nulle ou négative, selon lescaî 
Par exemple, 3*89209 est la même chose que — 3 + 0*89209. 
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408. On appelle cologarithme, ou complémeM d'un logarithme, ce 
qu'il faut ajouter à ce logarithme pour avoir zéro. 

Pour avoir le complément d'un logarithme, on augmente sa caractéris- 
tique de i, et on change le signe de la somme; on soustrait chaque chiffre 
décimal de 9 et le dernier chiffre significatif à droite de \0. 

En effet, la somme des parties entières du logarithme et de son complé- 
ment, formé d'après cette règle, est égale à — 1, et la somme des parties 
décimales est égale à + 1 : la somme des deux logarithmes est donc égale 
à — 1 + 1 ou à 0. 

Soit, par exemple, à chercher le complément du logarithme 3*89209. 
On dira : 3 et 1 4, et, en changeant le signe, — 4;8de9 1;9de9 
0;2de9 7; de 9 9; 9 de 10 1 : le cologarithme est 4*10791. 

Soit, de même, à chercher le complément du logarithme 4'1079i. On 
dira : — 4 et 1 — 3, et, en changeant le signe, 4- 3; 1 de 9 8; de 9 
9; 7 de 9 2; 9 de 9 0; 1 de 10 9 : le cologarithme est 3'89209. 

Au lieu de soustraire un logarithme, il revient au même dajouter son 
complément. 

Ainsi, au lieu de soustraire le logarithme 3*89209, il revient au même 
d'ajouter son complément 4*10791. 

On a, en effet, par définition, 

3*89209 + 4-10791 = 0, 

d'oii 

— 3*89209 = + 4*10791. 



CHAPITRE V 

XJSA.OE 3:>SS TA.B1L.es de LOCa-A-RITHI^ES 

409. Problème I. Étant donné un nombre entier ou décimal, trouver 
son logarithme. 

Nous supposons que Ton ait entre les mains une table de logarithmes 
des 10000 premiers nombres, à cinq décimales. 



-•-r—im 
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Le nombre, abstraction faite du point décimal, ou des zéros écrits à la 
droite du dernier chiffre significatif, peut avoir moins de cinq chiffres ou 
plus de quatre chiffres. 

Premier cas : le nombre a moins de cinq cliiffres. 

Soient, par exemple, les nombres 18*86, 18860, 0'001886. 

On sait que les logarithmes de ces nombres ont pour caractéristiques 
respectives 1, 4, 3 (407, 4^ et 5**). On sait aussi que ces logarithmes ont 
même partie décimale (407, 6®). 

On cherche, dans la table de logarithmes, à la colonne intitulée N, le 
nombre 1886, et on trouve, à droite, à la colonne intitulée log, la partie 
décimale du logarithme de ce nombre, savoir, 27554 cent-millièmes. 

On a donc 

logl8-86 = r27554, logl8860 = 4*27554, logO-QO! 886 = 3-27554. 

Deuxième cas : le nombre a plus de quatre chiffres. 

Soit, par exemple, le nombre 3*14159. 

La caractéristique du logarithme de ce nombre est égale à (407 , 4*), 
et sa partie décimale est la même que celle du logarithme du nombre' 
3141*59, qui a quatre chiffres à sa partie entière (407, 6®). 

On cherche, dans la table, à la colonne intitulée N, le nombre 3141, 
et on trouve, à droite, à la colonne intitulée log, la partie décimale do 
logarithme de ce nombre, savoir, 49707 cent-millièmes; puis, à la colonne 
intitulée D, la différence tabulaire 14, qui indique que le loganthme eu 
nombre 3142 surpasse de 14 cent-millièmes le logarithme du nombre 3141. 
On dira donc : 

Lorsqu'au nombre 3141 on ajoute 1, on doit ajouter 14 cent-millièmea 
à son logarithme ; 

Lorsqu'au nombre 3141 on ajoute 0*59, on doit ajouter à son loga^ 
rithme les 0*59 de 14 cent-millièmes, ou 14 X 0*59 = 8 cent-millièmes (*|. 



{*) Ce raisonnement suppose le principe suivant, démontré dans les traités d'Algèbre \ 
Lorsque la différence de deux nombres est très petite par rapport à ces nombres, to 
^iccroissements du plus petit sont, dans cet intervalle , sensiblement proportionnm 
aux accroissements des logarithmes. 
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La partie décimale du logarithme du nombre 3141*59 est donc égale à 
19707 + 8 = 49715 cent-millièmes, et, par suite, on a 

log314159 = 0*49 715. 

On peut disposer les calculs comme il suit : 

log 3-141 0*49707 

•59 X 14. . . 8 



log3-14159 0-49715 

On déduit de là la règle suivante : 

Pour avoir la partie décimale du logarithme d'un nombre de plus de 
mtre chiffres, on suppose le point décimal placé à la droite du quatrième 
hiffre de ce nombre. On écrit la partie décimale du logarithme de la 
partie entière, et on multiplie la partie décimale par la différence tabu- 
aire. Enfin, on ajoute la partie* entière du produit à la partie décimale 
i^ljà écrite. 

Il est plus simple, dans certains cas, d'augmenter la partie entière d'une 
^liixé, et de remplacer la partie décimale par son complément à l'unité. 

410. Problème II. Étant donné un logarithme, trouver le nombre 
^.omspondant. 

Soit proposé de trouver le nombre qui a pour logarithme 1-75812. 

La caractéristique de ce logarithme étant 1, le nombre cherché a deux 
(hiffres à sa partie entière (407, 4"). La suite des chiffres de ce nombre est 
•'ailleurs indépendante de la caractéristique (407, 6"*). Supposons donc, 
k)ur un moment, que la caractéristique de ce logarithme soit 3 : le nombre 
pi a pour logarithme 3*75812 aura quatre chiffres à sa partie entière. 

On cherche dans la table, à la colonne intitulée log, la partie décimale 
fS812 de ce logarithme. On trouve 75808, nombre inférieur de 4 cent- 
aillièmes à 75812, et, à gauche, à la colonne intitulée N, le nombre 5729. 
)n a donc 

3*75808 = log 5729. 

17 
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La diflférence tabulaire est d'ailleurs égale à 7, c'est-à-dire le logarithme 
du nmibre 5730 surpasse de 7 cent-millièmes celui du nombre 572&. On 
dira donc : 

Lorsqu'au logarithme 3'7o808 on ajoute 7 cent-mil lièraes, on doit 
ajouter 1 au nombre correspondant 5729; 

Lorsqu'au logarithme 3*75808 on ajoute 1 cent-millième, on doit 
ajouter 7 fois moins au nombre 5729, ou f ; 

Et lorsqu'au logarithme 3'75808 on ajoute 4 cent-millièmes, on doit 
ajouter 4 fois plus au nombre 5729, ou y, ou 0*6. 

Le nombre correspondant au logarithme 3*75812 est donc 5729*6. 

Par suite, le nombre correspondant au logarithme 1*75812 est 57*296. 

On peut disposer les calculs comme il suit : 

1*75808 log57*29 

4:7 *6 

1*75812 log57*296 

On déduit de là la règle suivante : 

Pour trouver le nombre correspondant à un logarithme donné, on chercher 
dans la table, la mantisse immédiatement inférieure à celle du logarithmi\^ 
donné, et on écrit le nombre correspondant. On divise l'excès de la man", 
tisse du logarithme donné sur celle de la table par la différence tabulaire^ 
et on ajoute le quotient au nombre précédemment écrit, considéré comme 
entier. Enfin on met, dans la somme obtenue, le point décimal à la place 
qui lui est assignée par la caractéristique du logarithme. \ 

Il est plus simple, dans certains cas, de prendre, dans la table, laj 
mantisse immédiatement supérieure à la mantisse du logarithme donné. 

*411. Problème IIL Calculer la valeur de x donnée par la formule 

_ 38475 X 0*06043 X i^9M6 X ^^ 0^ 5 
4*7809 X 0*527^ X I^Î2 X V^3 



1 

I 

:i 

I 

— 259 — i 

On a : 

logo? = log 38475 + 3 logO-0604 + J log9-16 + } IogO'05 
— log 4-7809 — 4 log 0-527 — i logl2 — ^ log3. 

log38475 4*58ol8 

31og0-0604. ... 3 X 2-781040. • • • 4-34312 

»log9-16 ^ X 0-96190 0*48095 

jlogO-05 I X 2'69897 f) . . . r81414 

log4-7809 0-67951 - 

41og0-527 4 X r-72181 2-88724 — 

Jlogl2 I X 1-07918 0-35973 — 

^log3 :^X 0-47712 0-03976- 

logx 1-257150 



X = 18-078 

412. Les grandes tables de logarithmes s'étendent jusqu'à 100000 
ou 108000, et elles sont à sept décimales. 

La colonne intitulée N renferme les nombres de quatre chiffres, et la colonne 
intitulée donne les logarithmes de ces nombres. On lit, par exemple, 

logl946 = 3-2891428; logi947 = 3-2893660. 

Lorsqu'un nombre a cinq chiffres, on prend ses quatre premiers 
chiffres dans la colonne N et son cinquième chiffre dans la ligne N. 
Les quatre dernières décimales du logarithme se trouvent à l'intersection 
de la ligne qui renferme les quatre premiers chiffres avec la colonne qui 
renferme le cinquième chiffre ; les trois premières décimales se prennent 
dans la colonne 0, en descendant ou en remontant, suivant que les quatre 



n Pour muUtplier 2-78104 par 3, on dit : 3 fois 4 12; 3 fois i 3; 3 fois 8 24; 3 fois 7 21, 
et 2 23; 3 fois 2 6._el2 4. 

n Pour diviser 2*69897 par 7, on remarque que 2-69897 == 7 -f 5*69897. 

r**) On fait à la fois les additions et les soustractions; ou. si l'on veut, on remplace les 
logarithmes à soustraire par leurs compléments (408), que Ton doit s'habituera prendre à vue. 
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dernières décimales sont marquées ou non d'un astérisque, ou de quelque 
autre signe. On lit, par exemple, 

logl8864 = 4-2756338; log 34357 = 4-5360152. 

La différence des logarithmes de deux nombres consécutifs de cinq 
chiffres est écrite dans la colonne intitulée D, c'est-à-dire différence , ou 
P. P., c'est-à-dire parties propoi^tionnelles. Au-dessous de chaque 
différence, on trouve le nombre de dix-millio7iièmes à ajouter au loga- 
rithme d'un nombre, quand on ajoute 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 dixièmes 
à ce nombre. 

On trouve, par exemple, que le nombre 2-7182818 a pour logarithme 
0*4342945, et que le nombre qui a pour logarithme 0*4971499 
est 3141 593. 

On peut disposer les calculs comme il suit : 



log2-7182. . . . 


©•4342814 


•8. . . 


128 


•01 . . 


16 


•008. . 


128 


log2-7 182818. . 


0*4342945 



0-4971371. . . 


log3-141S 


124. . . 


•9 


4. . . 


•03 



0*4971499. . . log3-141593 

418. Les résultats obtenus par l'emploi des logarithmes ne sont 
qu'approchés. Avec des tables ne s'étendant que jusqu'à 10000, on ne 
peut guère compter sur l'exactitude que des cinq ou six premières figures 
du nombre cherché. 

S'il s'agit du calcul d'une puissance d'un nombre, le résultat peut être 
moins approché encore. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse du calcul de la douzième puis- 
sance d'un nombre, et que la table dont on se sert soit à cinq décimales. 
Le logarithme du nombre n'étant approché qu'à moins d'un demi-cent- 
raillième, par défaut ou par excès, son produit par 12 ne sera approché 
qu'à moins de 6 cent-millièmes, par défaut ou par excès. On ne pourra 
donc guère compter sur l'exactitude que des trois ou quatre premières 
figures du nombre. 
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CHAPITRE VI 

IDE LA. I%]È0-3L.E: -A. 0-A.LCXJIL. 

*414. La 7'ègle à calcul, ou règle logarithmique, est un instrument, basé 
sur les propriétés des logarithmes, au moyen duquel on trouve rapide- 
ment le résultat approché de certaines opérations sur les nombres. 

Elle se compose d'une partie fixe, qui est la règle proprement dite, et 
d'une partie mobile, nommée réglette, qui glisse dans une rainure 
pratiquée au milieu de la règle. 

Sur la partie supérieure de la règle, la seule dont nous ferons usage, 
sont inscrits les nombres 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 

dont les dix derniers représentent des dizaines. 

Les distances du nombre 1 aux différents nombres sont proportionnelles 
au logarithmes de ces nombres. Ainsi la distance de 1 à 10 représente 
ie logarithme de 10, ou 1, celle de 1 à 6 le logarithme de 6, celle de 
1 à 70 le logarithme de 70, celle de 1 à 100 le logarithme de 100, ou 2. 

Chaque intervalle entre deux nombres consécutifs de 1 à 10 a été 
divisé en dix parties qui correspondent aux dixièmes. De 1 à 2 on a 
marqué de deux en deux les divisions qui correspondent aux centièmes ; 
de 2 à 5 on les a marquées de cinq en cinq ; mais de 5 à 10 on se contente 
de les estimer à vue. 

On a subdivisé de la même manière les intervalles de 10 à 100, les 
subdivisions du premier ordre correspondant aux unités et celles du 
second ordre aux dixièmes. 

Enfin, les divisions de la réglette sont identiques à celles de la règle. 

Cela étant, les logarithmes des nombres l'48, 3*75, 9*6, par exemple, 
sont représentés, sur la règle ou sur la réglette, par les dislances de 
l'origine 1 respectivement au vingt-quatrième trait compris entre 1 et 2, 
au quinzième entre 3 et 4, au sixième entre 9 et 10. 



. tTl 



« 
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De môme, les logarithmes des nombres 14'8, 37 *S, 96 sont représentés 
par les distances de Torigine 1 respectivement au vingt-quatrième trait 
compris entre 10 et 20, au quinzième entre 30 et 40, au sixième entre 
90 et 100. 

*416. Problème I. Multiplier 1245 par 0*6748. 

Opérant comme si Ton avait à multiplier l'24 par 6*75, on amèm 
r origine 1 de la réglette au-dessous du facteur l*2i, lu sur la règle; et, 
au-dessus du facteur 6*75, lu sur la réglette, on lit le produit 8*37 : car le 
logarithme du nombre 8*37 est égal à la somme des logarithmes des 
deux nombres 1*24 et 6*75. Mais, comme le premier facteur a été 
divisé par 1000 et le second multiplié par 10, le produit a été divisé 
par 100 : donc le produit demandé est 8*37 X 100 ou 837. 

*4ie. Problème II. Diviser 1245 par 0*6748. 

Opérant comme si l'on avait à diviser 12*5 par 6*75, on amène le divi- 
smir 6*75, lu sur la réglette^ sous le dividende 12*5, lu sur la règle; et, 
au-dessus de C origine 1 de la réglette, on lit le quotient 1*85 : car le 
logarithme du nombre 1 *85 est égal à la différence des logarithmes des 
deux nombres 12*5 et 6*75. Mais, comme le dividende a été divisé 
par 100 et le diviseur multiplié par 10, le quotient a été multiplié 
par 1000 : donc le quotient demandé est 1*85 X 1000 ou 1850. 

*417. Problème III. Trouver la quatrième proportionnelle aux nombres 
49, 39, 29. 

Opérant comme si Ton avait à chercher la quatrième proportionnelle 
aux nombres 4*9, 39, 2*9, on amène le premier nombre 4*9, lu sur la 
réglette, au-dessous du deuxième nombi^e 39, lu sur la règle; et, au-dessus 
du troisième nombre 2*9, lu sur la réglette, on lit la quatrième propor- 
tionnelle cherchée^ 23*1. 






LIVRE SEPTIEME 

LES MESURES 



CHAPITRE I 

DE LÀ FORMATION D'UN SYSTEME GÉNÉRAL & UNIFORME DE MESURES 

418. Les grandeurs ou quantités sont continues ou discontinues. 

Les grandeurs discontinues sont formées de parties distinctes, dont 
chacune est une unité. On ne peut les augmenter ou les diminuer que 
par unités. 

Un nombre d'hommes, par exemple, est une grandeur discontinue. 

Compter, c'est chercher combien de parties distinctes ou unités ren- 
ferme une grandeur discontinue. 

Une grandeur discontinue est toujours représentée par un nombre entier. 

Les grandeurs continues sont formées de parties non distinctes. On'peut 
les augmenter ou les diminuer d'autant ou d'aussi peu qu'on le veut. 

La longueur d'une ligne, par exemple, est une grandeur continue. 

Mesurer une grandeur continue, c'est la comparer à une autre grandeur 
fe même espèce, appelée unité de mesure, pour trouver combien elle 
contient de fois cette unité et combien de parties de cette unité. 

Une grandeur continue est représentée par le nombre entier 6, par 
îxemple, lorsqu'elle renferme six fois l'unité de mesure. 

Elle est représentée par la fraction *, lorsqu'elle renferme quatre fois la 
leptième partie de l'unité de mesure. 

Elle est représentée par le nombre fractionnaire 5f, lorsqu'elle ren- 
erme cinq fois l'unité de mesure, plus encore les| de cette même unité. 

Il est évident que l'unité de mesure des grandeurs continues est com- 
plètement arbitraire. 

De là, en tous temps et en tous lieux, cette excessive diversité des 
Desures créées pour les transactions ordinaires de la vie. 
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*419 On ne peut voir, dit Laplage (*), le nombre prodigieux de 
mesures en usage, non seulement chez les différents peuples, mais dans 
la même nation, leurs divisions bizarres et incommodes pour les calculs, 
la difficulté de les connaître et de les comparer, enfin l'embarras et les 
fraudes qui en résultent dans le commerce, sans regarder comme Tun des 
plus grands services que les gouvernements puissent rendre à la société 
Tadoption d'un système de mesures dont les divisions uniformes se 
prêtent le plus facilement au calcul, et qui dérivent de la manière la moins 
arbitraire d'une mesure fondamentale indiquée par la nature elle-même. 
Un peuple qui se donnerait un semblable système réunirait, à Tavantage 
d'en recueillir les premiers fruits, celui de voir son exemple suivi par les 
autres peuples dont il deviendrait ainsi le bienfaiteur; car l'empire lent 
mais irrésistible de la raison l'emporte, à la longue, sur les jalousies 
nationales, et surmonte tous les obstacles qui s'opposent au bien géné- 
ralement senti. 

Tels furent les motifs qui déterminèrent l'Assemblée Constituante, sous 
Louis XVI, à décréter, le 8 mai 1790, la création d'un système général et 
uniforme de nouvelles mesures. La Commission, nommée pour cet objet 
par l'Académie des Sciences, fut composée de Borda, Lagrange, Laplace, 

MONGE et CONDORCET. 

1" L'identité du calcul décimal et de celui des nombres entiers ne laisse 
aucun doute sur les avantages de la division de toutes les espèces de 
mesures en parties décimales. On ne balança donc point à adopter la 
division décimale ; et, pour mettre de l'uniformité dans le système entierj 
des mesures, on résolut de les dériver toutes d'une même mesure linéaii*^ 
et de ses divisions décimales. La question fut ainsi réduite au choix de 
cette mesure universelle, à laquelle on donna le nom de mètre. 

â*» La longueur du pendule qui bat l'unité de temps et celle du méri- 
dien terrestre sont les deux principaux moyens qu'offre la nature pour 
fixer l'unité des mesures linéaires. Le premier moyen a l'inconvénient! 
de faire dépendre la mesure de la distance de deux éléments qui lui sono 



(*) Exposition du système du monde, livre premier, chapitre XiV. 
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hétérogènes, la pesanteur et le temps dont la division est d'ailleurs arbi- 
traire, et dont on ne pouvait admettre la division sexagésimale pour 
fondement d'un système décimal de mesures. On se détermina donc pour 
le second moyen, et on décida que l'unité des mesures linéaires serait 
une partie aliquote du méridien terrestre, correspondant à l'une des 
divisions de la circonférence. Ainsi le choix du mètre fut réduit à celui 
de l'unité des angles. 

3** L'angle droit est la limite des inclinaisons d'une ligne sur un plan 
et de la hauteur des objets sur l'horizon; d'ailleurs, c'est au premier 
quart de la circonférence que se ramènent les sinus et, généralement, 
toutes les lignes que la Trigonométrie emploie. Il était donc naturel de 
prendre l'angle droit pour l'unité des angles, et le quart de la circonfé- 
rence pour l'unité de leur mesure. On le divisa en parties décimales; et, 
pour avoir des mesures correspondantes sur la Terre, on divisa dans les 
mêmes parties le quart du méridien terrestre. 

4** Il ne s'agissait plus que d'avoir exactement la longueur du méridien 
terrestre. Pour cela, Méchain et Delambre mesurèrent l'arc du méridien 
de Paris, compris entre la tour de Dunkerque et la citadelle de Barcelone. 
Cette mesure, combinée avec celle de Tare mesuré au Pérou, en 1736, 
par BouGUER et la Condamine, donna la longueur du quart du méridien 
égale à 5130740 toises de l'Académie. On prit la dix-millionième partie 
de cette longueur pour le niètre ou l'unité des mesures linéaires {*). 

5" Toutes les mesures dérivent du mètre de la manière la plus simple. 

L'unité des mesures superficielles pour le terrain est un carré dont le 
côté est de dix mètres : elle se nomme are. 

On a nommé stère un volume de bois de chauffage égal à un mètre cube. 

L'unité des mesures de capacité est le cube de la dixième partie du 
mètre : on lui a donné le nom de litre. 



C) D'après les déterminations les plus récentes, le quart du méridien terrestre est d'environ 
10002000 mètres. Cet excès de 2000 mètres n'en produit un que de 0*0002 sur la longueur 
exacte du mètre. Il varie d'ailleurs selon les auteurs et d'après le plus ou moins de poids qu'on 
accorde à telle mesure d'arc terrestre. 



— Wà — 

L*unité de poids, que Ton a nommée gramme, est le poids de la millio- 
nième partie d'un mètre cube d'eau distillée, dans le vide, et à son 
maximum de densité. 

Le système métrique, ou système décimal des poids et mesures, adopté 
par la Convention nationale, le 22 juin 1799, fut déclaré obligatoire, en 
France, à partir du 2 novembre 1801, puis, de nouveau, à partir du 
l^*" janvier 1840. 

Aujourd'hui il est légalement obligatoire dans les pays suivants : 
Allemagne, Amérique centrale, Autriche -Hongrie, Belgique, Bolivie, 
Brésil, Bulgarie, Chili, Colombie, Confédération Argentine, Congo, 
Danemark, Equateur, Espagne, France, Grèce, Italie, Mexique, Paraguay, 
Pays-Bas, Pérou, Portugal, Roumanie, Serbie, Suède et Norvège, Suisse, 
Uruguay, Venezuela. 

Il est légalement facultatif dans les pays suivants : Angleterre, Canada, 
Egypte, États-Unis, Japon, Turquie. 

Il est toléré pour les douanes en Russie et dans les Indes anglaises. 



CHAPITRE II 

420. Comme on Ta vu dans le chapitre précédent, le système métrique, 
ou système décimal des poids et mesures, est établi sur les bases suivantes : 

1° Les diverses unités, pour chaque espèce de grandeur, sont des 
multiples ou des sous-multiples décimaux de l'unité principale; 

2° Les unités principales des diverses espèces de grandeurs dérivent 
toutes de l'unité principale de longueur ou du mètre; 

3° Le rapport qui lie les unités principales des diverses espèces de 
grandeur au mètre est aussi décimal. 

Il suit de là que le calcul des grandeurs rapportées au^ mesures 
métriques se ramène immédiatement au calcul des nombres entiers ou 
décimaux, ce qui constitue le principal avantage du système métrique. 
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Un autre avantage du système métrique est celui de faire dépendre, de 
la manière la plus simple, le poids d'un corps, de son volume et de son 
poids spécifique (567). 

Mesure des angles et des arcs de cercle. 

*421. L'unité naturelle des angles est Vanyle droit, qui correspond au 
quart de la circonférence ou quadrant (419, 3^). 

On divise l'angle droit ou le quadrant en 100 grades, le grade en 
dOO minutes, la minute en 100 secondes (*). 

Mesures de longueur. 

422. L'unité principale de longueur est le inètre. 

Le mètre est la dix-millionième partie du quart du méridien terrestre {**). 



n Pour ne pas confondre les minutes et les secondes centésimales (421) avec les minutes 
«t les secondes sexagésimales (439), on peut aussi, avec M. d*âbbadie, membre de rinstitut 
de France, appeler quartes les centièmes de grade, ou dix-millièmes du quadrant, et sixtes 
les centièmes de quarte, ou millionièmes du quadrant. 

La division décimale du quadrant a- été employée par Laplace, dans sa Mécanique céleste. 
Elle est encore usitée pour le service géographique de Tarmée, en France et en Belgique. 
Elle épargne, dit M. d'Abbadie, les i du travail, soit dans l'observation, soit dans le calcul. 
(Géodésie d'Ethiopie, Paris 1873, page XVUI.l 

« Dans nos observatoires, dit encore M. d'ABBADiE, on perfectionnerait largement les 
moyens d'observation et les méthodes de réduction, en introduisant aussi la division décimale 
du temps, non en partageant par dix la révolution diurne de la Terre, mais en adoptant le 
quart ou l'unité des marins, c'est-à-dire en prenant pour unité le quadrant ou six heures de 
notre division vulgaire. Une pendule décimale de ce genre où le temps et l'arc seraient iden- 
tiques, mettrait fin à ces conversions continuelles du temps en arc, et vice versa, où ron perd 
tant de temps, tout en s'exposant à tant de fautes. » (Comptes rendus des séances de 
l'Académie des Sciences de Paris, tome LXX, séance du 23 mai 4870.) 

Le Congrès scientifique international tenu à Washington en octobre 1884 a exprimé Tespoir 
de voir étendre l'emploi du système décimal aux mesures des angles et du temps. 

{**) Cette définition est celle du mètre théorique. En réalité, le mètre a été, jusqu'au 26 
septembre 1889, la longueur, à O». ou à la température de la glace fondante, de la règle 
^n platine déposée aux Archives de Paris, le ^juin 1799, et représentant, sensiblement, 
<o dix-millionième partie du quart du méridien terrestre, ou de la dislance du pôle à 
l'équnteur, supposée égale à 5130740 toises de France (419, 4o); depuis le 26 septembre 
1889, le mètre est la longueur, à O®, d'une barre en platine iridié, en forme d'X, déposée 
«w Bureau international des Poids et Mesures, à Saint-Cloud. et égale, dans les limites 
d exactitJide que l'on a pu atteindre, à la longueur du mètre des Archives. 
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Les multiples du mètre, qui servent aussi d'unités de longueur, sont : 
Le décamètre, qui vaut dix mètres ; 
L'hectomètre, qui vaut cent mètres; 
Le kilomètre, qui vaut mille mètres; 
Le myriamètre, qui vaut dix-mille mètres (*). 
Les mois déca, hecto, kilo, myria sont tirés du grec, et signifient respec- 
tivement dix, cent, mille, dix-mille. 

Les sous-multiples du mètre, qui servent aussi d'unités de longueur, sont: 
Le décimètre, qui vaut un dixième de mètre ; 
Le centimètre, qui vaut un centième de mètre; 
Le millimètre, qui vaut un millième de mètre; 
Le dix-millimètre, qui vaut un dix-millième de mètre; 
Le cent-millimètre, qui vaut un cent-millième de mètre ; 
Le micron, qui vaut un millionième de mètre (**). 
Les mots déci, centi, milli sont tirés du latin, et signifient respective 
ment dixième, centième, millième, 

423. Les sous-multiples du mètre, le mètre et ses multiples forment 
une suite d'unités qui sont de dix en dix fois plus grandes. 

On peut donc, au moyen de ces différentes unités, exprimer une lon- 
gueur quelconque par un nombre entier ou décimal. 

Ainsi une longueur égale à 4 kilomètres 1 hectomètre 8 mètres 7 déci- 
mètres 5 centimètres peut s'écrire de l'une des manières suivantes : 

0'410875 myriamètre, 4i08'75 mètres, 

4*10875 kilomètres, 41087*5 décimètres, 

41*0875 hectomètres, 410875 centimètres, 

410'875 décamètres, 4108750 millimètres. 

On voit que l'on rapporte une même longueur à différentes unités en dépla- 
çant le point décimal de 1, 2, 3... rangs vers la droite ou vers la gauche. 



(•) Il y a encore le mégamètre, qui vaut un million de mètres. En général, le mot grec w«?*» 
placé devant le nom d*une unité de mesure, signifie million. 

(**) On dit micron au lieu de micromètre, ce dernier mot ayant déjà une autre acception. En 
général, le mot grec micro, placé devant le nom d'une unité de mesure, signifie millionièmt. 
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Quoique l'unité à laquelle on rapporte les autres soit arbitraire, il 
convient de ne la prendre ni trop grande ni trop petite relativement à la 
longueur qu'il s'agit d'évaluer. 

Mesures de surface. 

424. L'unité principale de surface est le mètre carré, ou le carré qui a 
m mètre de côté. 

Les multiples du mètre carré, qui servent aussi d'unités de surface, sont 
le décamètre carré, Yhectomètre carré, le kilomètre carré et le myriamètre 
mrré, qui sont des carrés ayant respectivement pour côtés le décamètre, 
l'hectomètre, le kilomètre et le myriamètre. 

Les sous-multiples du mètre carré, qui servent aussi d'unités de surface, 
sont le décimètre carré, le centimètre carré et le millimèt^r- carré, qui sont 
îes carrés ayant respectivement pour côtés le décimètre, le centimètre et 
le millimètre. 

425. Les sous-multiples du mètre carré, le mètre carré et ses multiples 
forment une suite d'unités qui sont de cent en cent fois plus grandes. 

Je dis, par exemple, que le mètre carré vaut 100 décimètres carrés. 

En effet, le mètre carré peut être divisé d'abord en dix bandes rectan- 
gulaires, ayant un mètre de longueur et un décimètre de largeur; chacune 
ie ces bandes peut, à son tour, être divisée en dix petits carrés, ayant un 
iécimètre de côté : chaque bande rectangulaire contient donc dix déci- 
mètres carrés, et les dix bandes, ou le mètre carré, en contiennent dix 
fois plus, ou cent décimètres carrés. 

On peut donc, au moyen des différentes unités susmentionnées, exprimer 
une surface quelconque par un nombre entier ou décimal. 

Ainsi une surface égale à 8 décamètres carrés 7 décimètres carrés 
29 centimètres carrés peut s'écrire de l'une des manières suivantes : 

8'000729 décamètres carrés, 
800*0729 mètres carrés, 
80007*29 décimètres carrés, 
8000729 centimètres carrés, etc. 
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On voit que l'on rapporte une môme surface à différentes unités en dépla- 
çant le point décimal de 2, 4, 6... rangs vers la droite ou vers la gauche. 

426. La Géométrie ramène l'évaluation des surfaces à la mesure de la 
longueur d'une ou de plusieurs lignes. 

Ainsi la surface d'un rectangle est égale au produit de sa base par sa 
hauteur; la surface d'un triangle est égale à la moitié du produit desai 
base par sa hauteur; la surface d'un trapèze est égale à la demi-somme 
de ses bases multipliée par sa hauteur ; etc. 

Mesures agraires. 

427. Pour mesurer les terrains, on prend pour unité principale l'are 
qui n'est autre chose que le décamètre carré C). 

Le seul multiple de l'are, qui soit employé comme unité, est Yhectan 
qui vaut cent ares. L'hectare équivaut à l'hectomètre carré. 

Les sous-multiples de l'are, qui sont employés comme unités, sont liij 
centiare, qui vaut la centième partie de l'are, et le milliarey qui en vaatj 
la millième partie. Le centiare équivaut au mètre carré. 

Le centiare, l'are et l'hectare formant une suite d'unités qui sont dece^^t 
en cent fois plus grandes, une superficie égale à 30 hectares 45 ares 81 
centiares s'écrira de l'une des manières suivantes : 

30*4588 hectares, 3045*88 ares, 304588 centiares. 

Mesures de volume. 

428. L'unité principale de volume est le mètre cube, ou le cube qui ^ 
un mètre d'arête. 

Les multiples du mètre cube, qui servent aussi d'unités de voluflJfi, 

i 

sont le décamètre cube, Vhectomètre cube, le kilomètre cube et le myrimètf^ 
cube, qui sont des cubes ayant respectivement pour arêtes le décamèirej 
l'hectomètre, le kilomètre et le myriamètre. 



(*) Dans la mesure des terres au moyen du décamètre, ou chaîne d'arpenteur, les inégaW* 
du sol font perdre, en général, 2 centimètres par décamètre. 



J 
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Les sous-multiples du mètre cube, qui servent aussi d'unités de volume, 
sont le décimètre cube, le centimètre cube et le millimètre cube, qui sont 
des cubes ayant respectivement pour arêtes le décimètre, le centimètre et 
le millimètre. 

429. Les sous-multiples du mètre cube, le mètre cube et ses multiples 
forment une suite d'unités qui sont de mille en mille fois plus grandes. 

Je dis, par exemple, que le mètre cube vaut 1000 décimètres cubes. 

En effet, le mètre cube peut être partagé d'abord en dix tranc/ies, ayant 
un mètre de longueur, un mètre de largeur et un décimètre de hauteur; 
chacune de ces tranches peut, à son tour, être partagée en dix règles, 
ayant un mètre de longueur, un décimètre de largeur et un décimètre de 
hauteur; enfin, chacune de ces règles peut aussi être partagée en dix 
petits cubes, ayant un décimètre d'arête : une règle contient donc dix 
décimètres cubes; dix règles, ou une tranche, en contiennent dix fois dix^ 
ou cent décimètres cubes; et les dix tranches, ou un mètre cube, en 
contiennent dix fois cent, ou mille décimètres cubes. 

On peut donc, au moyen des différentes unités susmentionnées, expri- 
mer un volume quelconque par un nombre entier ou décimal. 

Ainsi un volume égal à 8 mètres cubes 376 décimètres cubes 18 centi- 
mètres cubes peut s'écrire de l'une des manières suivantes : 

5*376 018 mètres cubes, 

5 376*018 décimètres cubes, 

5 376 018 centimètres cubes, etc. 

On voit que l'on rapporte un même volume à différentes unités en dépla- 
çant le point décimal de 3, 6, 9... rangs vers la droite ou vers la gauche. 

430. La Géométrie ramène l'évaluation des volumes à la mesure de 
la longueur d'une ou de plusieurs lignes. 

Ainsi le volume d'un parallélépipède, d'un prisme ou d'un ctjlindre est 
égal au produit de sa base par sa hauteur; le volume d'une pyramide ou 
d'un cône est égal au tiers du produit de sa base par sa hauteur; etc. 
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Mesures pour le bols de chauffage. 

431. Pour mesurer le volume du bois de chauffage, on prend pour 
unité principale le stère, qui n'est autre chose que le mètre cube. 

Le seul multiple du stère, qui soit employé comme unité, est le 
décastère, qui vaut dix stères, et le seul sous-mulliple est le décistère, qui 
vaut la dixième partie du stère. 

Mesures de capacité. 

432. Pour mesurer le volume des matières sèches et des liquides, on 
prend pour unité principale le litre : c'est une mesure dont la contenance 
est d'un décimètre cube (*). 

Les multiples du litre, qui servent aussi d'unités de mesure, sont : 

Le décalitre, qui vaut dix litres ; 

Lhectolitre, qui vaut cent litres ; 

Le kilolitre, qui vaut mille litres ; 

Le myrialitre, qui vaut dix-mille litres. 

Les sous-multiples du litre, qui servent aussi d'unités de mesure, sont : 

Le décilitre, qui vaut un dixième de litre ; 

Le centilitre, qui vaut un centième de litre; 

Le millilitre, qui vaut un millième de litre ; 

Le microlitre, qui vaut un millionième de litre. 

433. Les mesures légales de capacité sont des vases cylindriques dont 
la hauteur égale le diamètre de la base, ou le double de ce diamètre, suivant 
qu'on les destine à la mesure des matières sèches ou des liquides. 

Dans les poids et les mesures de capacité, chacune des mesures légales 
de ces deux genres a son double et sa moitié, afin de donner à la vente 
des divers objets toute la commodité que l'on peut désirer. 



(*) Celle définilion esl celle du litre théorique. En réalilé, le litre est le volume d'un 
kilogramme d'eau pure, prise à son maximum de densité et pesée dans le vide, ce 
kilogramme élanl celui dont il est question dans la note suivante. 
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Poids, 

434. L*unité principale de poids est le gramme : c'est le poids, dans 
le vide, d'un centimètre cube d'eau distillée, à la température de 4 degrés 
centigrades (*). 

On a pris pour unité le poids d'un volume d'eau, parce que l'eau est 
une des substances les plus homogènes, et que l'on peut amener le plus 
facilement à l'état de pureté. 

On s'est servi d'eau pure ou diMillée, parce que l'eau non distillée 
contient en dissolution des matières étrangères, qui font varier son poids 
sous un même volume. 

On a dû prendre l'eau à une température fixe, parce que le poids d'un 
même volume d'eau varie avec la température. La température choisie 
est celle à laquelle le poids de l'eau sous un volume donné est le plus 
grand, savoir, 4 degrés centigrades (**). 

Enfin, on a pesé l'eau dans le vide, c'est-à-dire dans un espace privé 
d'air, parce qu'i^w corps plongé dans un fluide y perd une partie de son 
? poids, égale au poids du fluide déplacé, 

436. I^es multiples du gramme, qui servent aussi d'unités de poids, sont : 

Le décagramme, qui vaut dix grammes ; 

L'hectogramme, qui vaut cent grammes; 

Le kilogramme, ou kilo, qui vaut mille grammes; 

Le myriagramme, qui vaut dix-mille grammes. 



n CeUe définition est celle du gramme théorique. En réalité, le gramme est la millième 
'^pfirtie du kilogramme, et le kilogramme, jusqu'au ^ septembre 1889, a été le poids, dans 
le vide, d'un cylindre en platine déposé aux Archives de Paris, le 22 /uin 4799, et repré- 
sentant, sensiblement, le poids, dans le vide, d'un décimètre cube d'eau distillée, à la 
température de 4°; depuis le 26 septembre 1889, le kilogramme est le poids, dans le vide, 
d'un cylindre en platine iridié à dix pour cent, déposé au Bureau international des Poids 
^et Mesures, à SaintCloud, et égal, dans les limites d'exactitude que l'on a pu atteindre, 
«t* kilogramme des Archives. 

(**) Il y avait un double avantage à choisir pour température fixe celle à laquelle reau est 

♦ à son maximum de densité. En effet, ce choix est indépendant de la division de l'échelle 

thermométrique; de plus, le changement de densité de l'eau est très faible autour de ce point. 

en sorte qu'une légère erreur de température n'influe pas sensiblement sur le poids du liquide. 

18 



— 274 - 

Il y a aussi le quintal, qui vaut cent kilogrammes, et le millier, ou tonne, 
ou tonneau métrique, qui vaut mille kilogrammes (*). 

Les sous-multiples du gramme, qui servent aussi d'unités de poids, sont : 
Le décigramme, qui vaut un dixième de gramme ; 
Le centigramme, qui vaut un centième de gramme ; 
Le milligramme, qui vaut un millième de gramme; 
Le microgramme, qui vaut un millionième de gramme. 



Correspondance entre les unités de poids, de volume et de capacité, 

436. Le tableau suivant met en regard les unes des autres les unités 
de poids, de volume et de capacité qui se correspondent : 



MESURES 


MESURES 


POIDS 


DE VOLIIME 


DE CAPACITÉ 


DE l'eau DISTILLÉE 


Mètre cube. 


Kilolitre. 


Tonne. 




Hectolitre. 


Quintal. 




Décalitre. 


Myriagramme. 


Décimètre cube. 


Litre. 


Kilogramme. 




Décilitre. 


Hectogramme. 




Centilitre. 


Décagramme. 


Centimètre cube. 


Millilitre. 


Gramme. 

Décigramme. 

Centigramme. 


Millimètre cube. 


Microlitre. 


Milligramme. 



(*) La tonne ou le tonneau métrique est un poids de mille kilogrammes. Maïs, en terme de 
marine, le tonneau de mer, appelé aussi tonneau d'arrimage ou d'affrètement, est le volw^ 
moyen occupé à bord d'un navire par un poids d'environ mille kilogrammes de marchandises. 
Ce volume est habituellement regardé comme équivalent à cent pieds cubes anglais, ou à S'83 
mètres cubes. Ainsi un navire qui jauge 1800 tonneaux, tout en déplaçant environ 1800 mètres 
cubes d*eau, contient 2*83 X 1^00 = S094 mètres cubes de marchandises. 
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Abréviations pour les mesures métriques. 

437. Les abréviations suivantes pour les mesures métriques ont été 
adoptées par le Comité international des Poids et Mesures : 



MESURES 
DE LONG LEUR 


MESURES 
DE SURFACE 


MESURES 
DE VOLUME 


MESURES 
DE CAPACITÉ 


POIDS 


Kilooi. 


km 


Kilom. carré km^ 


Mètre cube m3 


Hectolitre 


hl 


Tonne t 


Mètre 


m 


Hectare ha 


Stère s 


Décalitre 


dal 


Quintal q 


Décim. 


dm 


Are a 


Décim. cube dm^ 


Litre 


l 


Kilogr. kg 


Ceniim. 


cm 


Mètre carré m2 


Cent! m. cube cm^ 


Décilitre 


dl 


Gramme g 


Miilim. 


mm 


Décim. carré dm'^ 


Miilim. cube mm^ 


Centilitre 


cl 


Décigr. dg 


Micron 


!JL 


Ceniim. carré cm2 




Millilitre 


ml 


Centigr. cg 






Miliim. carré mw^ 




Microlitre 


\ 


Milligr. mg 


1 












Microgr. Y 



CHAPITRE III 

438. On appelle mesures complexes celles qui, pour une même espèce 
de grandeur, sont des parties quelconques, non décimales, les unes des 
autres. 

Mesure des angies et des arcs de cercie. 

439. On divise ïangle droit et le quadrant (421) en 90 degrés, le 
degré en 60 minutes, la minute en 60 secondes. 

Quand on a des angles ou des arcs de cercle moindres qu'une seconde, 
on les évalue en fraction décimale de la seconde. Autrefois, on subdi- 
visait la seconde en 60 tierces, la tierce en 60 quartes, etc. 
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Pour exprimer un angle ou un arc de cercle égal, par exemple, à 
37 degrés 20 minutes 48 secondes 6 dixièmes, on écrit : 37"20'48*6''. 

Mesure du temps, 

440. On appelle jour vrai le temps qui s'écoule entre deux passages 
consécutifs du Soleil au méridien . 

Les jours vrais n'ayant pas tous la même durée, on a imaginé un soleil 
moyen, passant au méridien d'un même lieu après des intervalles de temps 
égaux, et on a appelé ;our moyen le temps qui s'écoule entre deux passages 
consécutifs de ce soleil fictif au méridien. 

Le jour moyen seul peut servir d'unité de temps. 

On divise le jour en 24 heures, l'heure en 60 minutes, la minute en 
60 secondes. Quand on a des intervalles de temps moindres qu'une seconde, 
on les évalue en fraction décimale de la seconde. Autrefois, on subdivisait 
la seconde en 60 tierces, la tierce en 60 quartes, etc. 

Pour exprimer un intervalle de temps égal, par exemple, à 3 jours 
10 heures 25 minutes 8 secondes, on écrit : 3J 10^ 25™ 8^ 

441. Tous les points d'un môme méridien de la Terre ont la même 
heure, mais l'heure varie à chaque point d'un même parallèle, à raison 
d'une seconde de temps pour 15 secondes d'arc (*). Pour unifier l'heure, 
on a proposé d'adopter, comme jour universel, le jour solaire moyen, 
commençant à minuit moyen du méridien de Greenwich, et compté de 
à 24 heures, et on a partagé la surface du globe en 24 fuseaux, dont 
les méridiens.jnédians se succèdent de 15 en 15 degrés à partir de celui 
de Greenwich. Ces fuseaux sont numérotés de à 23, en allant par l'Est, 
et ils indiquent que, lorsqu'il est heure ou minuit à Greenwich, il est 
heure ou minuit pour tous les points du premier fuseau, 1 heure pour 
tous les points du deuxième fuseau, 2 heures pour tous les points du 
troisième fuseau, et ainsi de suite. Toutefois, dans la pratique, les fuseaux 



(*) En effet, le Soleil fait le tour de la Terre ou parcourt 360 degrés en 24 heures; il parcourt 
donc, en \ heure, un arc de 16 degrés; en 1 minute, un arc de iS minutes; en i seconde, un 
arc de 15 secondes. 
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horaires sont limités par les frontières des pays dont ils contiennent la 
plus grande partie. 

En Europe, l'heure du premier fuseau, appelée heure occidentale, 
comprend l'Angleterre, la Belgique, la Hollande, la France, l'Espagne et 
le Portugal, mais elle n'est jusqu'ici adoptée qu'en Angleterre, en Belgique 
et en Hollande; l'heure du second fuseau, ou heure centrale, comprend 
la Suède, la Norvège, le Danemark, l'Allemagne, l'Autriche, le Luxem- 
bourg, la Suisse, l'Italie, la Grèce et la Serbie; l'heure du troisième fuseau, 
ou heure orientale, comprend la Russie, la Roumanie, la Bulgarie et la 
Turquie. 

448. On appelle année tropique le temps qui s'écoule entre deux 
passages consécutifs du Soleil à l'équinoxe du printemps. 

La durée de l'année tropique est d'environ 365*2422 jours moyens, ou 
de 365 jours 5 heures 48 minutes 46 secondes. 

L'année tropique ne renfermant pas un nombre entier de jours moyens, 
il a fallu faire Vannée civile plus longue ou plus courte que l'année tropique. 

Dans le calendrier julien, institué par Jules César, l'an 46 avant 
Jésus-Christ, l'année commune est de 365 jours; mais, tous les quatre 
ans. Tannée est de 366 jours et est appelée bissextile. Les années bissextiles 
sont celles dont le millésime est divisible par 4. 

La durée moyenne de l'année julienne est de 365 1 jours. Comme celte 
durée est un peu trop grande, et produit un retard d'un jour tous les 
cent vingt-huit ans environ, il devint nécessaire de réformer le calendrier. 
Cette réforma eut lieu sous le pape Grégoire XIII, qui décida que le 
lendemain du 4 octobre 1582 serait compté pour le 15 au lieu du 5, et 
que les années séculaires, dont le millésime nest pas divisible par 400, 
ne seraient plus considérées comme bissextiles (*). 

Le calendrier grégorien a été adopté aussitôt dans tous les pays catho- 
liques, et successivement, mais beaucoup plus tard, dans les pays protes- 

(*) On voit que, dans le calendrier grégorien, sur 400 années civiles, il y en a iOO moins 3 
ou 97 qui sont bissextiles. Ces 400 années renferment donc 365 X 400 -|- 97 = U6097 jours 
moyens. D'ailleurs, 400 années tropiques renferment 365*2422 X 400 = 146096-88 jours moyens. 
Donc, après 400 ans, Tavance du temps civil sur le temps astronomique n'est que de 0*12 de 
jour moyen. 
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tants. La Russie et la Grèce ont seules conservé le vieux style, c'est-à-dire 
le calendrier julien, actuellenient en retard de douze jours sur le nôtre. 

Dans le calendrier grégorien, les années 1896, 1904, 1908, 1912, etc., 
sont bissextiles, comme dans le calendrier julien; il en est de même des 
années séculaires 1600 et 2000; mais 1700, 1800 et 1900 sont des 
années communes. 

Les 3(55 ou 366 jours de Tannée civile se réparlissent en 12 mois, 
savoir : janvier, 31; février, 28 ou 29; mars, 31; avril, 30; mai, 31; 
juin, 30; juillet, 31 ; août, 31 ; septembre, 30; octobre, 31 ; novembre, 30; 
décembre, 31. 

On appelle lustre un espace de cinq ans, et siècle, un espace de cent ans. 

'443. La semaine se compose de sept jours, qui sont : le dimanche^ 
le lundi, le mardi, le mercredi, \q jeudi, le vendredi, le samedi. 



QUANTIÈMES 




Û 


JOURS 


1 8 15 22 


29 


1 


Dimanche 


2 9 16 23 


30 


2 


Lundi 


3 10 17 24 


31 


3 


Mardi 


4 11 18 25 




4 


Mercredi 


5 12 19 26 




5 


Jeudi 


6 13 20 27 




6 


Vendredi 


7 14 21 28 







Samedi 





SIÈCLES 


GRÉGORIENS 




G 


15 


t9 23 


27 31 


35 


39 


1 


16 


20 24 


28 32 


36 


40 





17 


21 25 


29 33 


37 


41 


5 


18 

JL--- 


22 26 


30 34 


38 


42 


3 



MOIS M 

Janvier I 

Février 4 

Mars 3 

Avril 6 

Mai I 

Juin 4 

Juillet 6 

Août 2 

Septembre 5 

Octobre 

Novembre 3 

Décembre 5 

Pour les mois de jan- 
vier et de février, diminuer 
de 1 la date de Tanoée. 
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SIÈCLES 
JULIENS 


J 





14 


5 


1 


15 


4 


2 


16 


3 


3 


17 


2 


4 


18 


\ 


5 


19 





6 


20 


6 


7 


21 


5 


8 


22 


4 


9 


23 


3 


10 


24 


2 


11 


25 


\ 


12 


26 





13 


27 


6 





ANNÉES 




A 


- 


ANNÉES 


A 


00 


28 56 


84 





14 


42 70 98 


3 


01 


29 57 


85 


1 


15 


43 71 99 


4 


0-2 


30 58 


86 


2 


16 


44 72 


6 


03 


31 59 


87 


3 


17 


45 73 





04 


32 60 


88 


5 


18 


46 74 


\ 


05 


33 61 


89 


6 


19 


47 75 


2 


06 


34 62 


90 





20 


48 76 


4 


07 


35 63 


91 


\ 


21 


49 77 


5 


08 


36 64 


92 


3 


22 


50 78 


6 


09 


37 65 


93 


4 


23 


51 79 





10 


38 66 


94 


5 


24 


52 80 


2 


11 


39 67 


95 


6 


25 


53 81 


3 


12 


40 68 


96 


\ 


26 


54 82 


4 


13 


41 69 


97 


2 


27 


55 83 


5 



Pour trouver le nom du jour de la semaine qui correspond à une date 
donnée du calendrier julien ou grégorien, on cherche, dans le calendrier ci- 
dessus (*), les quatre nombres Q, M, J ou G, A, qui correspondent à la date 
donnée; on fait la somme de ces nombres, et on cherche cette somme dans 
le tableau des quantièmes : le jour marqué vis-à-vis est le jour cherché. 

On trouve, par exemple, que le 12 octobre 1492, date de la découverte 
du Nouveau Monde, était un vendredi, et que le l*"" janvier de l'an 2000 
sera un samedi. 

Mesures pour le vin et le papier et les objets qui se vendent au nombre, 

444. Le tonneau de vin vaut 4 barriques ; la barrique^ ou la pièce se 
divise en 2 feuillettes ou 4 quartauts. La contenance d'une barrique est 
assez généralement de 222 à 228 litres. La contenance d'une bouteille est 
d'environ 70 centilitres. 



(*) Ce calendrier est dû à M. Éd. Ldcas, professeur de mathëmatiques spéciales au lycée 
Saint-Louis, à' Paris, qui a bien voulu nous autoriser à le reproduire ici. 
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446. La balle de papier contient 10 rames. La rame contient 20 mains. 
La main contient 18 feuilles de papier brouillard ou d'emballage, ou 
24 feuilles de papier à écrire, ou 25 feuilles de papier d'impression. 

446. Beaucoup d'objels qui se vendent au nombre, tels que les œufs, 
les fruits, etc., se comptent par quarterons, par cent, par douzaines ou 
par grosses. 

Le quarteron est le quart d'un cent d'objets. On le compte souvent de 
26 au lieu de 25; le demi-quarteron est alors de 13 et le cent de 104. 

Pareillement, la douzaine est souvent comptée de 13 au lieu de 12. 

La grosse est un nombre de douze douzaines. 

Mesures anglaises, 

*447. Pied de 12 pouces ou 120 lignes 0*304794'» 

Yard, 3 pieds 0*914 383-° 

Pied carré 0*092 833'»2 

Yard carré, 9 pieds carrés 0*836097"^ 

Pied cube 0*028 SIS»"^ 

Yard cube, 27 pieds cubes 0*764513"^ 

Acre, 4 verges de 1210 yards carrés 40*467 102* 

Gallon, 8 pintes, | de boisseau 4*543 458^ 

Livre troy, 12 onces de 20 deniers, 5760 grains troy . 373*241 948« 

Livre avoirdupois, 16 onces de 16 drachmes, 7000 id. O 453*592 645» 

Livre sterling, 20 shillings de 12 pence C) .... 25*2215^ 

Mètre, en pieds anglais 3*280 899? 

Kilogramme, en livres avoirdupois 2*204621' 



(*) Le gallon contient iO livres avoirdupois d*eau distillée, pesée avec des poids de cuivre, 
dans Tair, à la température de 6:2 degrés Fahrenheit, ou de 161 degrés centigrades, et sous la 
pression de 30 pouces anglais, ou de 762 mm. 

(**) La livre troy sert d*unité pour les matières précieuses, et la livre avoirdupois pour 
les usages ordinaires. 

(***) Le titre fin de l'or est de 24 carats de 4 grains , et le titre des monnaies d'or est de 
22 carats, c'est-à-dire de H «u lï ou 0-916|. 

Le titre fin de l'argent est de 12 onces de 20 deniers, et le litre des monnaies d'argent est 
de 222 deniers, c'est-à-dire de Hl ou yj ou 0'92o (455). 
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Lieues et mil/es. 

Mètres. 

*448. Lieue belge, 5 kilomètres 5000 

Lieue française, 4 kilomètres 4000 

Mille métrique 1000 

Mille géographique, de 15 au degré de l'équateur .... 7407 

Lieue marine ou géographique, de 20 au degré de Téquateur . 5556 

Mille marin, de 60 au degré de Téquateur, 120 nœuds . . . 1852 

Lieue de 18 au degré du méridien 6173 

Lieue de 25 au degré du méridien 4444 

Mille anglais, 8 stades de 110 brasses, 5280 pieds .... 1609 

Verste de Russie, 500 sagènes, 3500 pieds anglais .... 1067 



CHAPITRE IV 

X.SS Tsa^ONNA^IlSS (*) 

449. On appelle monnaie un objet que la loi a constitué mesure 
commune de la valeur des choses. 

Les monnaies sont, soit en métal précieux, or ou argent, soit en métal vil, 
cuivre, bronze ou nickel. 

Pour diminuer le frai ou usure des monnaies d'or et d'argent, on les 
allie d'un peu de cuivre, et on appelle titre le rapport du poids de l'or 
ou de l'argent au poids total de l'alliage. 

*460. On distingue les monnaies en monnaies principales, aussi 
appelées monnaies pleines, monnaies de paiement ou monnaies courantes, 
et en monnaies auxiliaires, aussi appelées monnaies divisionnaires^ 
monnaies d'appoint ou hillon. 

Il importe de bien saisir les caractères qui distinguent les monnaies 
principales des monnaies auxiliaires. 

(*) Voir ma brochure intitulée La Monnaie, Paris, Guillaumin et Cie, 1887. 
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Les monnaies principales ont la valeur du métal, or ou argent, qu'elles 
contiennent. En le monnayant, on pèse et on titre le métal sous le contrôle 
de rÉtat; mais on n'ajoute ni ne retranche rien à sa valeur absolue. 

AuSiSi la frappe des monnaies principales est libre &dns la plupart des pays, 
c*esl-à-dire que toute personne a le droit de porter aux Hôtels des Monnaies 
des lingots pour en obtenir des monnaies principales, soit gratuitement, 
comme en Angleterre, soit moyennant une taxe fixe, très légère, qui est 
touchée par l'entrepreneur du monnayage pour prix de son travail. Cette 
liberté de la frappe est le premier caractère des monnaies principales. 

Le second caractère des monnaies principales, c'est leur force libératoire 
illimitée. On peut effectuer tout paiement, à quelque somme qu'il s'élève, 
avec les monnaies principales. 

Enfin, le troisième caractère des monnaies principales, c'est qu'elles 
n'entraînent pour l'Étal, dont elles portent l'empreinte, d'autre responsa- 
bilité que la garantie de leur poids et de leur titre, et nullement du 
maintien de la valeur du métal dont elles sont formées. Bien plus, l'Etat 
n'est pas même responsable de l'usure des monnaies, en sorte que, 
lorsqu'une pièce a perdu de son poids une certaine partie, déterminée 
par la loi, elle peut être refusée, et la pièce reste au porteur sans qui! 
puisse forcer à la recevoir en paiement. 

Tout autres sont les caractères des monnaies auxiliaires. Ces monnaies, 
qui sont en métal vil, ou en métal précieux d'un titre ou d'un poids rela- 
tivement faible, ont une valeur intrinsèque inférieure à leur valeur 
nominale. Elles ne peuvent donc être livrées à la fabrication libre; c'est 
l'État qui s'en réserve le monopole. Il n'en frappe toutefois qu'une quantité 
très limitée, de manière qu'elles ne puissent remplacer les monnaies 
pleines dans la circulation. De plus, la loi ne leur accorde qu'une force 
libératoire très restreinte. Elles ne peuvent servir, entre les particuliers de 
l'État qui les a émises, qu'à payer de faibles sommes, et c'est pour cette 
raison qu'on les appelle monnaies d'appoint. Enfin, l'État, qui, à son grand 
bénéfice, émet ces monnaies pour une valeur nominale supérieure à leur 
valeur intrinsèque, en est entièrement responsable. Il est obligé de 
garantir leur valeur nominale, et, par suite, de les accepter en paiement 
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ins limitation de quantité, de les échanger même contre une égale valeur 
8 monnaies principales, et, enfin, quand elles sont usées, de les retirer 
e la circulation, sans aucune perte pour les détenteurs. 

D'après ce qui précède, les monnaies principales seules sont des monnaies 
roprement dite^, c'est-à-dire pouvant servir de mesure commune de la 
aleur des choses, puisqu'elles seules ont la valeur du métal qu'elles 
ontiennent et ont une force libératoire illimitée. 

*451. On appelle étalon monétaire le métal, or ou argent, avec lequel 
jont fabriquées les monnaies principales. 

L'Allemagne, l'Angleterre, l'Autriche, le Brésil, le Canada, le Chili, 
e Danemark, l'Egypte, la Finlande, la Norvège, le Portugal, le Salvador, 
la Suède, la Turquie, l'Uruguay ont l'étalon unique d'or. 

L'Amérique centrale, la Belgique, la Bolivie, la Bulgarie, la Colombie, 
la Confédération Argentine, l'Equateur, l'Espagne, les États-Unis, la 
France, la Grèce, la Hollande, les Indes anglaises, l'Italie, le Japon,, le 
Mexique, le Pérou, la Perse, la Roumanie, la Russie, la Serbie, la Suisse, 
le Venezuela ont l'étalon unique d'argent ou le double étalon. 

Le système du double étalon ou du bimétallisme n'est pas rationnel; 

car, quancf on veut constituer une mesure commune de la valeur des 

choses, c'est évidemment à une seule et môme chose qu'il faut ramener 

toutes les autres. Deux métaux ne peuvent coexister comme mesures de la 

valeur des choses que grâce à un rapport établi entre eux. Or le rapport 

fixé par la loi est, en réalité, sujet à varier sans cesse, à cause de la 

différence de production et de consommation des deux métaux dans les 

différentes parties du monde. Dès lors, lorsque l'un des deux métaux 

fait prime, on importe, dans les pays à double étalon, pour les faire 

monnayer, des lingots du métal dont la valeur légale est, dans ces pays, 

supérieure à sa valeur marchande, et on en exporte les monnaies du 

métal dont la valeur marchande est supérieure à la valeur légale. A chaque 

changement de la valeur relative des deux méiaux, les pays à double 

I étalon subis.sent donc, sur leur capital monétaire, des pertes successives 

i de grande importance. De plus, comme c'est le métal déprécié qui reste 

! dans la circulation, il en résulte que le double étalon n'est, en réalité, que 



w^l 
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Y étalon alternatif, et que c'est le métal déprécié qui devient la mesupel 
commune de la valeur, en sorte que le prix de toutes choses tend à 
s'élever. C'est ainsi que le rapport de l'or à l'argent, qui, vers le commefr 
cément de ce siècle, montait à environ loj, s'est élevé, en 1840, à lof, 
puis est descendu, de 1850 à 1860, jusqu'à 15J, à la suite des découvertes 
des mines d'or de la Californie et de l'Australie. Depuis 1860, ce rapport 
a repris sa marche ascendante, et l'argent semble en voie de dépréciatioi 
continue (562 et 578). Aussi, parmi les pays à double étalon, les uns ont 
limité, puis suspendu la frappe de l'argent, se mettant ainsi sur la voi 
de l'adoption du pur étalon d'or; d'autres ont passé à l'étalon d'or, et on! 
démonétisé la majeure partie de leur stock monétaire d'argent. 

Union latine. 

452. La France, la Belgique, l'Italie, la Suisse et la Grèce ont conclu, 
23 décembre 1865, une convention monétaire, dite de l' Union latine, renoïi 
velée le 5 novembre 1878, puis le 6 novembre 1885, sur les bases suivantes: 

1° L'unité principale de monnaie est le franc, mminaie d'argent dupià 
de 5«, au titre de 0'9, c'est-à-dire contenant neuf parties de métal fin ou 
d'argent et une partie de métal vil ou de cuivre. 

Les sous-multiples du franc, qui sont employés comme unités, sont : le 
décime, qui vaut un dixième de franc; le centime, qui vaut un centième 
de franc, et le millime, qui vaut un millième de franc f ) ; 

2° L'or monnayé vaut, à poids égal et à titre égal, 15| fois autant quf 
l'argent. 

Le franc d'argent, au titre de 0*9, pesant 5«, le franc d'or, au même 
titre, pèse 5« ; 15J = if« ou 0-322581«. 

Le gramme d'argent monnayé, au titre de 0*9, valant 1^:5 = O'^O^, 
le gramme d'or, au même titre, vaut 0*20^ X 15| = S'KK H; 



n On appelle sou la vingtième partie du franc, ou la pièce de cinq centimes, de même 
qu'autrefois on appelait sou la vingtième partie de la livre (455). 

• (**) Si, adoptant l'étalon d'or, on voulait créer une monnaie vraiment métrique, il convien- 
drait de prendre pour unité le gramme d'or, au titre de 0*9, monnaie qui serait frappée dans 
ses multiples de 2g, 5g, 10g, 20g, correspondant respectivement à 6-20f, 15-50^ 31'el62f delà 
monnaie actuelle. 
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3** Les monnaies principales sont les pièces d'argent de cinq francs, au 
itre de 0*9, et les pièces d'or de cinq francs, de dix francs, de vingt francs, 
le cinquante francs et de cent francs, aussi au titre de 0*9. 

Léa frappe de ces monnaies est libre, sauf retenue de 1*50^ pour frais de 
àbrication par kilogramme d'argent au titre de 0'9 et de 6'70^ par kilo- 
gramme d'or au même titre. Toutefois, par suite de la dépréciation de 
i*argent, l'Union latine a dû limiter, en 1873, et même suspendre entiè- 
rement, en 1876, la frappe des pièces d'argent de cinq francs. 

Les pièces d'argent de cinq francs et toutes les pièces d'or ont une force 
libératoire illimitée. Toutefois, les pièces dont les empreintes auraient 
disparu, ou dont le poids aurait été réduit par le frai d'un pour cent, pour 
les pièces d'argent de cinq francs, ou d'un demi pour cent, pour les pièces 
j'or, au-dessous de la tolérance, peuvent être refusées, et restent, dans 
l'un et Tautre de ces cas, à la charge des porteurs; 

A"" Les monnaies divisionnaires sont les pièces d'argent de vingt centimes, 
de cinquante centimes, d'un franc et de deux francs, au titre de 0*835 f). 
La fabrication de ces pièces est réservée aux divers États, qui toutefois 
ne peuvent en frapper que pour une valeur correspondant à six francs 
par habitant, et qui doivent les retirer, sans perte pour les détenteurs, 
lorsque leurs empreintes ont disparu, ou que leur poids a été réduit par 
le frai de cinq pour cent au-dessous de la tolérance. 

Elles ont cours légal, entre les particuliers de l'État qui les a fabriquées, 
jusqu'à concurrence de SO^ pour chaque paiement; les autres États les 
reçoivent dans leurs caisses jusqu'à concurrence de 100'; mais TEtat qui 
les a émises les reçoit de ses nationaux sans limitation de quantité ; il doit 
même les échanger contre une égale valeur de monnaie principale, pourvu 
que la somme présentée à l'échange ne soit pas inférieure à 100"^ f*); 



(*) La pièce d'argent d'un franc n*est donc pas le franc unité de monnaie. Le franc, unité de 
monnaie, n'existe que dans la pièce de cinq francs. 

En France, les pièces d'argent au titre de 0*835 renferment 838 parties d'argent, 93 de cuivre 
€t 72 de zinc. Cet alliage présente l'avantage d'être plus blanc que l'alliage au cuivre pur, et de 
ne pas être noirci par les émanations sulfureuses. 

n Par suite de la Convention du 25 novembre 1893, les monnaies d'argent divisionnaires 
italiennes ont dû être retirées de la circulation en Belgique, en France, en Grèce et en Suisse, 
«t rapatriées en Italie. 
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b° Quant à la monnaie de cuivre ou de billon, chaque État conserve son 
système particulier. 

En France, il y a des pièces de bronze de 1, 2, 5 et 10 centimes, pesant 
respectivement 1, 2, 5 et 10 grammes. Ces pièces renferment 95 parties 
de cuivre, 4 d'étain et 1 de zinc. Elles n'ont cours obligatoire, entre les 
particuliers, que pour l'appoint de la somme de cinq francs. 

En Belgique, il y a des pièces de nickel de 5 et de 10 centimes, pesant 
respectivement 3« et 4*5«, et renfermant 3 parties de cuivre et i de nickel, 
et des pièces de cuivre de 1 et de 2 centimes, pesant respectivement ^ et ^. 
Ces pièces n'ont cours obligatoire, entre les particuliers, que pour l'appoint 
de la somme de cinq francs en nickel ou de deux francs en cuivre. 

453. Le tableau suivant indique les poids, titres et diamètres des 
monnaies d'or et d'argent de l'Union latine. Les tolérances de titre et à 
poids sont tant en dehors qu'en dedans. 



VALEUR 

DES 

PIÈCES 



TITRE 



TITRE 
DROIT 



TOLE- 
RANXE 



POIDS 



POIDS 
DROIT 



TOLÉ- 
RANCE 



DIAMÈTRE 
OU 
MODULE 
DES PIÈCES 



Or 



francs 

100 

50 

20 

10 

5 



millièmes 


millièiiMrB 


900 




900 




900 




900 




900 





grammes 

32-258065 

16129032 

6-451613 

3-225806 

1-612903 



millièmes 
1 
1 

2 
2 
3 



millimètres 

35 

28 
21 
19 
17 



Argent 



o 


900 


2 


2 


835 


3 


1 


835 


3 


0-50 


835 


3 


0-20 


835 


3 



10 



5 



25 
1 



3 
5 
5 

7 
10 



37 
27 
-23 
18 
16 
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o-OOOOOg 
0*82^258 



0-900 
0-900 



lOOOOi 
1-0000 



->8"00000 
1-61290 



0-900 
0-900 



7-98806 
0-33875 
0-89648 
0-79881 
26-90000 

0-44803 



États-Unis : Dollar de 100 cents .... 
Ethiopie : Ber ou thaler de Marie-Thérèse 
Hollande : Florin de iOO cents .... 



Indes anglaises : Roupie de 16 annas ou 192 pices (*) 



! 



28-06440 

10-00000 

0-67200 

0-77759 

11-66381 



0-900 
11 : 12 

0-900 
il : 12 
11 : 12 

0-900 

0-900 
0-875 
0-900 
900 
5:6 
0-945 
0-900 
11 : 12 
11 : 12 



5 0000 
5-0000 



1-2346 
25-2216 

1 0501 
2-8306 
2-5222 
5-3800 

1*3889 
25-6100 
5 1826 
5-3459 
5-1971 
2-1000 
2-0832 

2 4552 
2-3760 



A 




Monnaies de compte des principaux pays. 

*464. Le tableau suivant fait connaître les poids, titres et valeurs au pair 
des monnaies de compte des principaux pays. La plupart de ces monnaies 
n'existent que dans leurs multiples. Les lettres et A indiquent si elles sont 
en or ou en argent. On a calculé leurs valeurs en admettant que S» d'argent, 
au titre de 0'9, valent 1^ et en adoptant \^ pour le rapport de l'or à l'argent. 

France, Belgique, Congo OA : Franc de 100 centimes; 
Bulgarie A : Lew de 100 stolinkis ; Espagne OA : Peseta de 
100 centimes; Fm/ande :Markka de 100 penni; GrèceOA: 
Drachme de iOO lepta; Italie OA : Lira de 100 centesimi; 
Roumanie OA : Ley de 100 banis; Serbie OA : Dinar de 
400 paras; Suisse OA : Fi-anc de 100 rappen ; Venezuela OA : 
Bolivar de 100 cenlavos 

Amérique centrale A : Piastre ou peso de 100 centa- 
vos; Bolivie A : Boliviano de 10 réaux ou 100 centimos; 
Colombie OA : Peso de 10 décimos ou iOO cenlavos ; Confé- 
dération Argentine OA : Peso de 100 cenlavos ; Equa- 
teur k: Sucre de10réauxou100centavos;£fat/tA:Gourde 
delOO centièmes ; Maroc A : Rial de 20 bêlions ; Pérou OA : 
Sol de iO dineros ou 100 centavos; Salvador : Peso 
de 100 centièmes 

Allemagne : Mark de 100 pfennig 0-39825 

Angleterre : Livre sterling de 20 shillings ou 240 pence. 

Autriche-Hongrie : Couronne ou krone de 100 heller. 

Bre«7 : Milreis, 1000 reis ; . . . . 

Chili : Piastre de 100 centavos 

Chine (Canton) : Piastre de 100 centièmes, 0*72 de taël. 

Danemark, Suède, Norvège : Couronne ou krone de 
lOOore . . 

Egypte ; Livre de 100 piastres 850000 

i 1-67181 
f 26-72957 



A 










A 




A 
A 
A 
O 

A 



(*) Par suite de la dépréciation continue de l'argent, le gouvernement des Indes a fixé» le 
^ juin 1893, la valeur de la roupie d'argent à 16 pence ou 75 de livre sterling, ou à 1-68l4t. 



Japon : Yen de iOO sen 

Mexique : Piastre de 100 cenlavos (*) 
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Indo Chine française : Piastre de iOO centièmes . . â'âloO') 

( 4-666<)7 

} 26-9S600 

\ 4*69150 

( 27-07300 

t 0-28500 
Perse : Kran de 4000 dinars ^ 460000 

Porm^a/ : Milreis, iOOO reis i'773o0 

^ 20-00000 
Russie : Rouble de iOO kopecks ^ -âonso 

Turquie : Piastre de 40 paras 0072 16 

Trupuay : Piastre de 10 réaux 1-69700 

On doit observer que, dans les colonies, les monnaies légales sont habi- 
tuellement celles de la métropole. 



0-900 


5-44:^0 


A 


0-900 


51667 





0-900 


53912 


A 


0-875 


5-0980 





0-90-27 


5-4308 


k 


0-900 


0-8835 





0-900 


O-9200 


A 


H : 12 


5-5997 





0-900 


4-0000 


A 


0-900 


4-0000 





Il : 12 


0-2278 





0-917 


5-3610 






CHAPITRE V 

*455. En France, Tunité de longueur était la toise, qui se divisait en 
6 pieds, le pied en 12 pouces, le pouce en 12 lignes, la ligne en 12 points. 
L'amie, pour la mesure des étoffes, valait 6322 points. Enfin, les mesures 
itinéraires étaient le mille, qui valait 1000 toises, et la lieue de poste, qui 
valait 2 milles. 

L'unité des mesures agraires était Yarpent de Paris, valant 100 perches 
carrées de 18 pieds de côté, ou Yarpent commun, valant 100 perches 
carrées de 20 pieds de côté, ou Yarpent d'ordonnance, dit aussi des eaux 
et forêts, valant 100 perches carrées de 22 pieds de côté. 

L'unité pour le bois de charpente était la solive, qui valait 3 pieds cubes, 
et se divisait en 6 pieds, le pied en 12 pouces, le pouce en 12 lignes. On 
la divisait aussi en 432 chevilles de 12 pouces cubes. La somme valait 
8 solives. Pour le bois à brûler, l'unité était la corde d'ordonnance, dite 
aussi des eaux et forêts, qui valait 2 voies ou 112 pieds cubes. 



{*) La piastre d'argent mexicaine a une grande circulation dans plusieurs États d'Amérique. 
d'Asie et même d'Afrique. 



Il 
i 
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L'unité pour les liquides était le mwtrf, qui se divisait en 2 feuillettes ou 

3 tierçons ou 4 quartauts, le. quartaut en 9 veltes, la velte en 4 quarts ou 
8 pintes, la pinte en 2 chopines ou 8 possons ou 32 roquiiles. La pinte 
contenait 46|| pouces cubes. 

L'unité pour les matières sèches était le muid, qui se divisait en 
12 setiers, le setier en 2 mines ou 4 minots ou 12 boisseaux, le boisseau en 

4 quarts ou 46 litrons, le litron en 16 mesurettes. Le litron contenait 40|§ 
pouces cubes. 

L'unité de poids était la livre, dite poids de marc, qui se divisait en 
2 marcs ou 16 onces, l'once en 8 gros ou drachmes, le gros en 3 deniers 
ou. scrupules, le denier en 24 grains, le grain en 24 primes. Le quintal 
valait 100 livres; le last ou la charge. 3 quintaux; le millier, 10 quintaux 
ou 1000 livres. 

Pour les métaux précieux, l'unité de poids était le marc, qui se divisait 
en 20 esterlins, l'esterlin en 2 mailles, la maille en 2 félins de 7j grains, 
poids de marc (*). 

Dans la joaillerie, l'unité était le carat de 4 grains, valant chacun 3J 
grains, poids de marc, et se divisant en demis, quarts, huitièmes, sei- 
zièmes, trente-deuxièmes, soixante-quatrièmes. 

L'unité de monnaie était la livre tournois, qui se divisait en 20 sous, le 
sou en 4 liards, le liard en 3 deniers. La livre tournois pesait 83 grains et 
était au titre de \{. 

Pour évaluer la finesse ou la pureté de l'or et de l'argent, on divisait l'or 
fin en 24 carats de 32 trente-deuxièmes, et l'argent fin en 12 deniers de 
24 grains n. 



n Le marc, unité de poids pour les métaux précieux, était, en France, identique au marc, 
woilié de la livre de commerce. 

(^*) Ainsi Tor pur est à 24 carats; et Tor à 18 carats, par exempte, est celui qui renferme 
18 parties d'or fin et 6 d'alliage, ou, en d'autres termes, est au litre de n ou 0*750. De même, 
l'argent pur est à 12 deniers; et l'argent à 9 deniers, par exemple, est celui qui renferme 
9 parties d'argent fin et 3 d'alliage, ou, en d'autres termes, est au titre de ït ou O'TSO. 

Les mots carat et denier, employés pour désigner le titre de l'or et de l'argent, ne sont pas 
<ïft8 poids déterminés, mais simplement l'équivalent des fractions jj et n» comme le mot 
tniUiètne est l'équivalent de la fraction j^ (447 et 462). 

19 
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*456. On a, entre les anciennes mesures de France et les mesures 
métriques, les relations fondamentales suivantes : 

1« 5130740 toises égalent 10000000" (d'après Méchain et Delambre); 

2" 1 kilogramme égale 18827*15 grains (d'après Lefèvre-Gineau); 

3** 81 livres tournois valent 80^ (d'après la loi du 13 vendémiaire an YllI). 

On déduit, de ces données, les tables suivantes de conversion des 
anciennes mesures de France en mesures métriques, et vice versa : 



Livre tournois 

Toise 

Pied 

Pouce 

Aune 

Toise carrée 

Pied cappé 

Appent de Paris 34-188693a 

Appent commun 42*208263» 

Arpent d'ordonnance . . . 51 '071 998a 



0-987 654f 
i •949037m 
0-324 839"» 
0-027070'» 
1-I88446œ 
3-798 744M2 
0-105 521n>2 



Mëtpe . . 
Mètpe carré 
Hectare . . 



0-513074 toise 
3-078444 pieds 
0-263245 toise cappée 
9*476817 pieds caprés 
i'958020 appent de Papis 
2*369204 appents communs 
2*924 944 appents d'ordonnance 



Toise cube 7*403890»3 

Pied cube 003427T»3 

Solive 0-102832» 

Voie t*9i95?i« 

Muid, poup les liquides. . . 268*2196391 

Pinte 0*9313181 

Muid, pr les matières sèches. 1873*252811> 

Litron 0*813044' 

Livre poids de marc. . . . 489*505847? 

Carat O-2OS8208 



Mètre cube . 
Litre . . . 
Kilogramme. 
Franc . . . : 



0-135064 toise cube 
29-173852 pieds cubes 
1*073747 pinte 
1-229946 litpon 
2042877 livpes 
18827*15 gpains 
10125 livpe tournois 



CHAPITRE VI 

XwiESSXJflSS .A^NCI BIST NES IDE BEI1.0I(o^X7E (*) 

Monnaies. 

*457. En Belgique, les principales monnaies de compte étaient les 
suivantes : 

\° Le florin des Pays-Bas, qui se divisait en 100 cents; 



(*) Voir ma brochure intitulée Mesures anciennes de Belgique, troisième lascicuie de rnoD 
Recueil de Tables numériques, Huy 1894. 
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2° Le florin de Brabant, qui se divisait en 20 sous, le sou en 4 liards 
ou 12 deniers; 

3® Le florin de Liège, qui se divisait en 20 sous ou patars, le sou en 
4 liards, le liard en 24 soz; 

4° Le florin de Luxembourg, qui se divisait en 20 sous, le sou en 8 liards; 

5** La livre de Hainaut, qui se divisait en 20 sous, le sou en 4 liards 
ou 12 deniers; 

&^ La livre de gros, qui se divisait en 20 sous ou escalins, l'escalin en 
12 deniers; 

7** La livre tournois de France, qui se divisait en 20 sous, le sou en 
4 liards ou 12 deniers. 

Francs. 

Florin des Pays-Bas (189 florins valent 400f) 2H6402 

Florin de Brabant (444 florins valent 8000 1814059 

Florin de Liège (127 florins valent 321) i-485i85 

Florin de Luxembourg .243 florins valent 4000 i '646 091 

Livre de Hainaut (441 livres valent 400f) 0*907029 

Livre de gros (6 florins des Pays-Bas ou 7 florins de Brabant) 12*698413 

Livre tournois (81 livres tournois valent 800 0987664 

Mesures de longueur. 



*468. L'unité principale de longueur était la toise de 6 pieds, 

A Liège, Louvain, Namur, Nivelles, dans le Hainaut et le Luxembourg, 
le pied se divisait en 10 ponces, le pouce en 10 lignes, la ligne en 10 points. 

A Anvers, Bruges, Malines, le pied était de 11 pouces, le pouce de 
11 lignes. 

A Bruxelles, le pied était de 11 pouces, le pouce de 8 lignes. 





Millimètres. 


Pied de Bruxelles . 


. 275-76 


Pied de Louvain . . 


. 286*612 


Pied du Hainaut . . 


. 29343 


Pied de Tournai . . 


. 297*769 



Pied de Liège, dit de Saint-Lambert . . 
Pied de Liège, dit de Saint-Hubert. . . 
Pied de Namur, dit de Saint-Lambert . . 
Pied de Luxembourg, dit de Saint-Lambert 



Millimètres . 
. 291*779 
. 294*697 
. 294*763 
. 296*138 



Pour les étoffes, l'unité était Y aune de 4 quartes ou 16 tailles. 

L'aune de Brabant, de 2?' 5?° 6^ ou 222* de Bruxelles, valait 695*642™'". 

L'aune de Liège, de 2?' 2?^ 5^ ou 225^ de Saint-Hubert, valait 663-06? 



rmm 



— 292 — 

Mesures agraires, 

*469. L'unité principale des mesures agraires était le bonnier. 

A Anvers, Bruxelles, Louvain, Malines, Namur, Nivelles, le bonnier 
était de 4 journaux ou 400 verges carrées; dans le Hainaut, de 3 ou 
4 journels ou 300, 400, 432, 450 verges carrées; à Liège, de 4 journaux 
ou 20 verges grandes ou 400 verges petites; à Tournai et à Gourtrai, de 
4 journaux ou 16 cents de terre ou 400 verges grandes ou 1600 verges 
petites; à Gand, de 3 arpents ou 900 verges carrées. 

Dans le Luxembourg, le journal était de 160 verges carrées. 

A Bruges, Furnes, Ypres, la mesure était de 3 lignes ou 300 verges 
carrées. 



LONGUEUR 

DU PIED 

en millimètres 



CÔTÉ 

DE 

LA VERGE 

CARRÉE 

eu pied« 



VALEUR 

DE LA 

VERGE CARRÉE 

eu pieds carres 



NOMBRE 
DE VERGES 
au booDier 



VALEUR 
DU BONNIER 

eu ares 



Anvers 

Bruxelles 

Bruxelles 

courtrai 

Gand 

Liège 

Louvain 

Malines 

Mons 

Namur 

Nivelles 

Tournai 

Luxembourg 

Bruges 
Furnes 
Ypres 



286-8 


20 


275-75 


16 i 


275-75 


17 J 


297-59 


20 


275 \ 


14 


291-779 


16 


28o-ol2 


20 


279-52 


20 


293-43 


18-45 


294-763 


16^ 


277 09 


16 J 


297-769 


18 1^ 


295-138 


16 


274? 


14 


272? 


14 


273? 


14 



400 

266;- 

300J 

400 

196 

256 

400 

400 

340-4025 

272 i 

272-1 

330,^, 

256 

196 
196 
196 



400 
400 
400 
400 
900 
400 
400 
400 
432 
400 
400 
400 

160 

300 
300 
300 



131*606784 

81-141061 

91-380854 

141-695693 

133-679844 

87-178135 

130-427 363 

125-010289 

126-615 104 

94 618011 

83-612 187 

117-245 174 

Journal 
35-678 720 

Mesure 
44-236800 

43-777 200 

44-098668 
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Mesures de capacité. 

*460. L'unité principale des mesures de capacité pour les liquides 
était Yaime ou la tonne, 

A Anvers, l'aime pour les liquides en général était de 50 stoop ou 
100 pots. L'aime pour l'huile ordinaire était de 4 emmers ou seaux, 
l'emmer de 6 schreve, le schreve de 4 pots. 

A Bruxelles, l'aime pour le vin et les liquides en général était de 
24 schreef ou marques, le schreef de 2 gelles ou lots, le gelte de 2 pots. 
L'aime pour la bière était de 50 stoop ou 400 pots. L'aime pour le vin, 
dft 96 pots, était égale à l'aime pour la bière, de 400 pots. Le foudre 
valait 6 aimes. 

A Liège, l'aime valait \\ tonne; la tonne était de 90 pots. Le pot valait 
SO pouces cubes de Saint-Hubert. 

A Namur, l'aime valait 1| tonne; la tonne était de 90 pots. 

A Mons, la tonne était de 80 pots. 

Dans le Luxembourg, l'aime était de 4 hottes ou 100 pots. 



LitreB. 

Pold'ANVERS 1-374 

Pot d'ANVERS. pour l'huile .... 1*389 

Pol de Bruxelles, pour le vin . . . \ 354 

Pot de Bruxelles, pour la bière . . 1300 

Pot de Liège 1280 

Pot de Louv AIN, pour le vin . . . . 1*806 

Pol de LoDVAiN, pour la bière . . . 1*312 



Litres. 

Pot de Luxemrourg 1*584 

PotdeMALiNES 1-373 

Pot de Mons 2038 

Pot de Namur 1*419 

Pot de Tournai, pour la bière . . . !2'406 

Canette de Tournai, pour le vin . . 0*788 

Livre de Tournai, pour Thuile . . . 0*476 



*46l. L'unité principale des mesures de capacité pour les matières 
sèches élaitie muid, 

A Bruxelles, Mons, Nivelles, le muid était de 6 rasières, la rasière de 
^ halsters ou boisseaux ou vasseaux, ou de 4 viertels ou quartiers. 

A Liège et à Namur, le muid était de 8 setiers, le setier de 4 quartes. 
Le setier de Liège valait 24 pots ou 4200 pouces cubes de Saint-Hubert. 

A Louvain, le muid était de 8 halsters ou boisseaux, le boisseau de 
2 molevat, ou de 4 viertels ou quartiers. 
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A Gand, le muid était de 6 sacs, le sac de 2 halsters ou boisseaux. 
A Bruges, le hoed était de 4 mesures, la mesure de 4 quartes. 
Dans le Luxembourg, le maldre était de 2 sacs ou 10 bichets. 





Litres. 




Litres. 




Litres. 


Muid de Bruxelles . 


292-55 


Muid de Namur . 


. 244-88 


Viertel d'ANVERS . . 


76-94 


Maid de Mons . . . 


320*32 


Muid de Louvain 


. 233-91 


Vierlel de Malines . 


86-50 


Muid de Nivelles . . 


243-84 


Muid de G AND . 


. 633-86 


Hoed de Bruges . . 


466-61 


Muid de Liège . . . 


245-70 


Sac de Gourtrai 


. 426-42 


Maidrede Luxembourg 


204-70 



Poids. 

*462. L'unité de poids était la livre, et on distinguait la livre de 
commerce, la livre médicale et la livre d'orfèvrerie. 

1** La livre de commerce était de 16 onces. 

A Anvers, Bruges, Gourtrai, Tonce se divisait en 16 mains ou seizièmes; 
à Bruxelles, Liège, Louvain, Namur, en 8 gros de 72 grains; à Malines, 
en 20 engels ou esterlins, Testerlin en 32 grains; à Mons et à Tournai, 
en 32 trente-deuxièmes, le trente-deuxième en 20 grains. 



Grammes 

Anvers 470-473 

Bruges 463900 

Bruxelles. . . . 467*670 

Gourtrai .... 434-035 



Grammes. 

Gand 433-839 

Liège 467-093 

Louvain .... 469-245 

Luxembourg . . 495 464 



Grammes. 

Malines 469-245 

Mo>s 465542 

Namur 466-373 

Tournai 430-637 



2*> La livre médicale était de 12 onces, l'once de 8 drachmes ou gros, 
la drachme de 3 scrupules ou deniers, le scrupule de 20 grains. 
Elle valait 9 onces de Paris, ou 275*3478. 

3'' La livre poids de marc ou d'orfèvrerie était de 2 marcs ou 16 onces. 
A Liège, l'once se divisait en 20 esterlins, l'esterlin en 32 as; à Mons, 
en 20 esterlins, l'esterlin en 4 ferlins, le ferlin en 8 grains. 



Livre poids de marc de Liège 
Livre poids de marc de Mo>s. 



Grammes. 

492-056 
494-762 



Grammes. 

Livre Troye de Hollande .... 492-432 
Livre de Paris 489-S06 



Pour évaluer la finesse ou la pureté de l'or et de l'argent, on divisait 
l'or fin en 24 carats de 12 grains, et l'argent fin en 12 deniers de 
24 grains (455). 
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Système métrique (anciennes dénominations). 

*468. Le système décimal des poids et mesures a été adopté dans le 
royaume des Pays-Bas, comprenant la Belgique et la Hollande, par la loi 
du 21 août 1816, pour être mis en vigueur à partir du 1®' janvier 1820, 
sous les dénominations suivantes : 

Mesures de longueur : le mille (kilomètre), la perche (décamètre), 
Vaune (mèXve), le palme (décimètre), lepouce (centimètre), la ligne (millimètre); 

Mesures agraires : le bonnier (hectare), la perche carrée (are), Vaune 
carrée (centiare); 

Mesure pour le bois de chauffage : la corde (stère) ; 

Mesures de capacité pour les liquides : le baril (hectolitre), le litron 
(litre), le verre (décilitre), le dé (centilitre); 

Mesures de capacité pour les matières sèches : la rasière ou le sac 
(hectolitre), le boisseau (décalitre), le litron (litre), la mesurette (décilitre) ; 

Poids : la livre (kilogramme), Y once (hectogramme), le gros (décagramme), 
y ester lin (gramme), le grain (décigramme). 

La livre médicale fut fixée à 375 grammes ou esterlins par l'arrêté du 
30 novembre 1817. 

En Belgique, la loi du 18 juin 1836 rendit obligatoire, à partir du 
l®*" août 1836, remploi des dénominations systématiques au lieu des déno- 
minations vulgaires. 



CHAPITRE VII 

CA.I-OXJI-. DES lsrO£^BI%E:S CO:B>/ri»I-.E3CES 

464. On appelle nombres complexes ceux qui sont composés de plu- 
sieurs collections d'unités différentes de la même espèce de grandeur, 
ces unités différentes étant des parties quelconques, autres que décimales, 
les unes des autres. Tels sont les nombres 4" 18™ 30% 25*» 37' 9". 

On appelle nombres incomplexes tous autres nombres entiers ou déci- 
maux ou fractionnaires. 



n 



— 296 - 

Conversion d'un nombre complexe en nombre incomplexe et vice versâ, 

466. Convertir le nombre 5^ 13*" 20" en un nombre incomplexe. 
Il suffit de rapporter le nombre 5^ 13** 20° à Tune quelconque des 
unités de temps. 

Pour le rapporter à la minute, on dira : 

Puisque 1^ vaut 24\ ^ valent 5 fois 24*" ou 120\ et ^ 13»" valent 
120»' + iS*^ ou 133»». 

Puisque 1** vaut eO", ISS'^ valent 133 fois 60™ ou 7980'», et 5^ 13'' 20» 
valent 7980" + 20" ou 8000". 

Ainsi le nombre complexe 5J 13'' 20" est équivalent au nombre entier 
8000'". 

Pour rapporter le môme nombre à Theure, on dira : 

5J IS"^ 20" valent 8000". Or l" vaut 60". Donc le rapport de 5^ 13" 20» 

, 8000 400 
a 1 heure est -^^r ou -^ . 

oO o 

Ainsi le nombre complexe SJ 13** 20" est équivalent à l'expression 

400'' 

fractionnaire -^, 

Pour rapporter le même nombre au jour, on dira : 

5J 13»' 20" valent 8000". Or V vaut 24'' ou 24 fois 60" ou 1440'°. Donc 

. j ^. >• Oh ûa™ . 8000 80 

le rapport de 5J 13'' 20" au jour est ^^^ ou -^. 

Ainsi le nombre complexe 5J 13'' 20" est équivalent à l'expression 
fractionnaire -g-. 

Dans la pratique, on ne passe pas toujours par la réduction en unités 
inférieures. Ainsi, pour rapporter le nombre 5^ 13'' 20" au jour, on peut 
dire : 

Si 13" 20" = Si -f 131" = 5J + ^ = 5^. 

466. Convertir la fraction ||J en jours, heures, nûnutes et seconde- 
La fraction ||i est égale à la 2S« partie de 32 J (210). On dira donc : 





- 


297 


La 25» partie 


!de32iest1J, < 


8t il reste 1' ou 7 foi 


32i 




25 


25 


IJ 6" 43" 12' 


7 168" 






150 






18 


lOSO- 
100 
80 
75 

5 300' 
25 
50 
50 






partie de 168** est 
6*», et il reste iS^ 
ou 18 fois 60" ou 
1080«.La25*partie' 
de 1080" est 43", 
et il reste 5" ou 
5 fois 60» ou 300«. 
Enfin, la !25« partie 
de 300* est 12*. 

Ainsi la fraction 
If J est équivalente 
au nombre com- 
plexe 1J 6** 43" 12». 



467. Pour eifectuer toute espèce d'opérations sur les nombres com- 
plexes, on peut opérer sur les nombres incomplexes équivalents (465), 
ttuf à convertir, s'il y a lieu, les résultats en nombres complexes (466)- 
Mais il existe des procédés particuliers qui permettent, dans la plupart 
des cas, d'opérer d'une façon plus commode. 



Addition et soustraction des nombres complexes. 

468. Faire la somme des nombres oJ9»^28"32% 2^21»' 51" 15% 
4M8»'57"10«. 

Pour faire la somme de ces nombres, on peut faire séparément la 
somme des secondes, celle des minutes, celle des heures et celle des 

jours qui les composent. 

La somme des secondes est 57% que l'on écrit 
sous la colonne des secondes. 

La somme des minutes est 136", que l'on 
divise par 60 pour les convertir en heures : le 
quotient est 2'' et le reste 16"; on écrit les 16" 
sous la colonne des minutes, et on reporte les 2'* à la colonne des heures. 



5i 9»» 

2 21 

4 18 
13 



28™ 

51 

57 



32" 
15 
10 



2 16 57 
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La somme des heures est 50**, que Ton divise par 24 pour les convertir 
en jours : le quotient est 2^ et le reste 2''; on écrit les 2** sous la colonne' 
des heures, et on reporte les 2J à la colonne des jours. 

La somme des jours est 13^, que Ton écrit sous la colonne des jours. 

La somme cherchée est 13' 2** 16™ 57*. 



489. Trouver la différence des nombres o' 9»^ 28'° 32% 2i21'>51'"la'. 

Pour avoir la différence de ces deux nombres, on peut prendre séparé- 
ment la différence des secondes, celle des minutes, celle des heures et celle 
des jours qui les composent. 

15* ôtées de 32% il reste 17*. 
5* 9»» 28"' 32* oier 51™ de 28™, cela ne se peut. Pour rend 

2_ 21 51 15 la soustraction possible, on augmente les 28°' d'à 

2 11 37 17 heure ou 60™, ce qui donne 88™, et on dit : 51' 

ôtées de 88™, il reste 37™. 

Pour ne pas altérer la différence, on augmente d'une heure la quantil 
à soustraire (28), et on dit : 22^ de 9^, cela ne se peut encore. On 
augmente les 9^ d'un jour ou 24^, ce qui donne 33^, et on dit : îî^de 
33S il reste 11\ 

Pour ne pas altérer la différence, on augmente d'un jour la quantité a 
soustraire, et on dit : 3J de 5% il reste 2k 

La différence cherchée est 2^ 11^ 37™ 17'. 

Multiplication et division des nombres complexes. 

470. Multiplier le nombre 5' 9^ 28™ 32* par le nombre entier 7. 

Pour multiplier le nombre 5J 9^ 28™ 32« par 7, il suffit de multiplier 
par 7 chacune des parties de ce nombre et de faire la somme des 
produits obtenus (39). On dira donc : 

5^ 9h 28™ 32* ^ ^^^^ ^^" ^^"* ^^^'' ^"^^ ^'^" ^^^^^ ^^ ^^ 

- pour les convertir en minutes : le quotient esl 3", 

que l'on retient, et le reste 44*, que l'on écrit au 

37 18 19 44 p,,d,it. 
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7 fois 28™ font 196™, et 3™ de retenue, font 199™, que l'on divise par 
60 pour les convertir en heures : le quotient est 3^, que l'on retient, et 
le reste 19™, que l'on écrit au produit. 

7 fois 9^ font 63^, et 3*^ de retenue, font 66^, que l'on divise par 24 
pour les convertir en jours : le quotient est 2J, que l'on retient, et le 
reste 18*", que l'on écrit au produit. 

7 fois 5^ font 35', et 2J de retenue, font 37^, que l'on écrit au produit. 

Le produit cherché est 37J 18^ 19™ 44^ 

471. Diviser le nombre 37' 48^ 19™ W par le nombre entier 7. 
Pour diviser le nombre 37^ 18^ 19™ 44^ par 7, on dira : 

La V partie de 37' est 



37i 
35 



18»^ 19™ 44* 



66 






63 






3 


199 
14 

59 
56 






3 


224 
21 

14 
14 



5i 9^ 28™ 32^ 



5', et il reste 2J ou 2 fois 
24^ ou 48^, qui, augmen- 
tées des 18^ du dividende, 
donnent 66^. 

La 7*^ partie de 66*^ est 9*" , 
et il reste 3^ ou 3 fois 60™ 
ou 180™, qui, augmentées 
des 19™ du dividende, 
donnent 199™. 

La 7« partie de 199™ est 

28™, et il reste 3™ ou 

3 fois 60^ ou 180% qui, 

augmentées des 44'' du 

dividende, donnent 224". 

Enfin, la 7* partie de 

224' est 32^ 

On a ainsi divisé par 7 chacune des parties du nombre 35J 63*^ 196™ 224% 

lequel est égal au nombre donné 37J 18^ 19™ 44^^ : donc 5J 9*» 28™ 32» est 

le quotient cherché. 

472. Multiplier ou diviser le nombre 5' 13^ 20™ par la fraction |. 
Multiplier un nombre par |, c'est prendre 5 fois la huitième partie 
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de ce nombre (231), ce qui revient à le multiplier par 5 et à diviser le 
produit obtenu par 8. Le produit de 5J 19" 20" par 5 est 27 J \S^ 40" (470;, 
et le quotient de 27M8M0" par 8 est SMP 20" (471). Le produit 
cherché est donc 3' 11** 20". 

Pour diviser le nombre 3' 13** 20" par la fraction |, on le multiplie par 
cette fraction renversée (244). Le quotient est 8^ 21*" 20". 

Si le multiplicateur ou le diviseur est un nombre décimal, on le mettra 
sous la forme d'une fraction ordinaire (270). 

473. Trouver le rapport de Si 13»* 20" à V 6»* 43" 12*. 

Le nombre 5J 13»* 20" est égal à 480000% et le nombre 1^ 6^ 43" 12» est 
égal à 110S92». Le rapport de 5i 13»* 20" à IJ 6»* 43" 12» est donc î;J-||1 
oufîî. 

474. Multiplier S' 8* par le rapport du nombre 2* 4^* 1^^ 10» à la toise 
(Cette opération résout le problème suivant : Si Von paie 5» 8* pour k 

toise, combien paiera-t-on pour 2* 4^* 7^° 10»?) 

On sait (455) que la livre tournois (') vaut 20 sous ('), le sou 12 deniers C*); 
que la toise (0 se divise en 6 pieds (p»), le pied en 12 pouces (p*»), le pouce 
en 12 lignes (»), la ligne en 12 points (p*). 

Le nombre 5» 8*» est égal à 5 ^' ou à V- Le nombre 2^ 4^* 7p° 10' étant 
égal à 2398» et la toise à 864', le rapport du nombre 2*4^» 1^ 10' à la 
toise est ^^ ou ^j^. On multipliera donc ^' par ^^, ce qui donne ^ j 
ou (466) 14' 19" 9^ 

475. Multiplier 5' 8* par le rapport du nombre 2* 4p' 7p^ 10' au pied. 
(Cette opération résout le problème suivant : Si Von paie 5» 8' pour le\ 

pied, combien paiera-t-on pour 2* 4p' 7p° 10'?) , 

Le nombre S' 8» est égal à 5 ^' ou à ^'. Le nombre 2' 4p» 7p° 10' étant] 
égal à 2398» et le pied à 144», le rapport du nombre 2' 4p' 7p° 10' au 



pied est ^^ ou -41^. On multipliera donc ^' par i^, ce qui donne HF* 



ou (466) 89' 18» 6'. 

476. Trouver la surface d^un rectangle ayant 84» 5p» 6p^ de lofiguevf 
et 48» 4p» 9p** de largeur. 



i 
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On sait (455) que la toise (') vaut 6 pieds (p'), le pied 12 pouces (p^), le 
)ouce 12 lignes (^), la ligne 12 points (p'). 

On sait aussi que la toise carrée (**), le pied carré (p'*), le pouce carré (p<»*), 
la ligne carrée (^*), le point carré (p'*) sont des carrés ayant respectivement 
pour côté la toise, le pied, le pouce, la ligne, le point. 

La toise carrée, étant un carré de 6 pieds de côté, vaut 6 X 6 ou 36^^*. 
Le pied carré, étant un carré de 12 pouces de côté, vaut 12 X 12 ou 144?*»'. 
Le pouce carré vaut, de môme, 144'*, et la ligne carrée vaut 144p**. 

Cela posé, les nombres 84'5p'f)P° et 45* 4p' 9p° sont égaux respectivement 
à 6114p° et 3297p° (465). La surface du rectangle égale donc 6114 X 3297 
ou 20157858p°* ou (466) 3888" 17?'' 18p°*. 

477. Trouver le volume d'un parallélépipède rectangle ayant 4* Sp* 7p** 
de^ longueur, 3' 4p* 6?** de largeur et 2* 3p' 4p° de hauteur. 

On sait que la toise cube (''), le pied cube (p^'), le pouce cube (p°*), la 
ligne cube (''), le point cube (p'*) sont des cubes ayant respectivement pour 
arête la toise, le pied, le pouce, la ligne, le point. 

La toise cube, étant un cube de 6 pieds d'arête, vaut 6 X 6 X 6 ou 
^W'\ Le pied cube, étant un cube de 12 pouces d'arête, vaut 12X12x12 
ou 1728p°\ Le pouce cube vaut, de même, 1728^', et la ligne cube vaut 
I1728p^'. 

i Cela posé, les nombres 4' 5p' 7p% 3* 4p» 6p° et 2' 3p^ 4?^» sont égaux 
'respectivement à 3S5p^ 270p^ et 184p° (465). Le volume du parallélé- 
jpipède rectangle égale donc 355 X 270 X 184 ou 17636400p<>' ou (466) 
4?' 54iP'\ 



CHAPITRE VIII 

'478. Le produit d'un nombre complexe par un grand nombre, ou d'un 
nombre complexe par un autre nombre complexe, s'obtient souvent très 
simplement par la méthode des parties aliquotes (116 et 236), c'est-à-dire 
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en décomposant, dans le premier cas, le multiplicande, et, dans le second 
cas, le multiplicateur, en parties aliquotes de Vunité immédiatement 
supérieure, ou sous-multiples les unes des autres. 

•479. Multiplier le nombre b^ 9"" 28" 32» par 427. 
Pour multiplier le nombre 5J 9** 28"* 32* par 427, on multiplie par 427 
chacune des parties de ce nombre et on fait la somme des produits obtenus. 

5i g»- 28'" 32* 

427 



Produit par 427 de 5J \ 5^ . . . 5 fois 427 2135^ 

. n. M»- ou V l de 427 142 8 

)) do 9 s 

f 1 . . . I du produit précédent 17 19 



i 20™ ou l^ ^ du produit précédent 
> 4 . . . J du produit précédent 



5 22 20" 
de 28"^ ! 4 . . . J du produit précédent 1 4 28 
f 4 ... I du même 1 4 28 



de 32^ 



30» ou J"' \ du produit précédent 3 33 30* 

2 . . . 7^ du produit précédent 14 14 

2303 14 3 44 

Le produit de o^ par 427 est 2135^ 

Pour multiplier 9*" par 427, on décompose 9** en 8'' + J*". 8*' sont le 
tiers de 24'* ou 1^ : donc le produit de 8*^ par 427 est le tiers du produit de 1^ 
par 427, ou le tiers de 427^ ou 142^ 8^ l** est le | de 8*^ : donc le produit 
de l*" par 427 est le | du produit précédent 142J 8**, ou 17^ 19*^. 

Pour multiplier 28'» par 427, on décompose 28" en 20" + 4" + 4"'. 
20" sont le tiers de 60" ou l*" : donc le produit de 20" par 427 est le tiers 
du produit précédent 17^ 19^ ou 5^ 22'' 20". 4" sont le J de 20" : doncle 
produit de 4" par 427 est le i du produit précédent 5J 22** 20", ou Vi^ZS'"' 
On écrit une deuxième fois ce dernier produit au-dessous de lui-même. 

Pour multiplier 32« par 427, on décompose 32' en 30* 4- 2*. 30« sont la 
moitié de 60* ou 1", ou le | de 4" : donc le produit de 30* par 427 est lej 
du produit précédent V A^ 28", ou 3^ 33" 30*. 2* sont le -^ de 30* : doncle 
produit de 2* par 427 est le ,^ du produit précédent 3*" 33" 30*, ou 14'"14^ 
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Faisant la somme des produits partiels, on trouve 2303^ 14^ 3'" 44* 
pour le produit demandé. 

*480. Multiplier 5' 8^ par le rapport du nombre 2' 4»'' 7?° 10^ à la toise. 
Pour multiplier 5^ 8' par le rapport du nombre 2* 4p' 7p° 10' à la toise, 
on multiplie 5^ 8' par le rapport de chacune des parties de ce nombre à la 
toise et on fait la somme des produits obtenus. 

5'8« 

2* 4pi 7po 10^ : 1* 



Produit par 2' : 1* J 2^ ... 2 fois 5' 8« 10^ 16* 

» par 4p' : 1' 



3p» ou i» I de 51 8* 2 14 



1. . . . I du prod' précédent 18 

. . 6p° ou |p' J du prod* précédent 9 
„ par 7po . |t 2 2 t- h' 

4 .... I du prod* précédent 1 6*^ 



» 



/ 4* ou ^p° I du prod* précédent 6 

par 10^ : Iw 4. . . . | du même 6 



't A • • • • 

( 2. . . . 



I du prod* précédent 3 



14 19 9 

Le produit de 5' 8' par le rapport de 2' à la toise ou par 2 est 10^ 16'. 

Pour multiplier 5' 8^ par le rapport de 4p' à la toise ou à 6p*, on décom- 
pose 4p^ en 3p' + Ip'. 3p^ sont la moitié d'une toise : donc le produit de 
5' 8' par le rapport de 3p' à la toise est la moitié de 5' 8% ou 2^ 14^ 
l'^' est le tiers de 3p' : donc le produit de 5' 8' par le rapport de 1p^ à la 
toise est le tiers du produit précédent 2' 14% ou 18^ 

Pour multiplier 5' 8^ par le rapport de 7?** à la toise, on décompose 7p<* 
en 6p° + 1p«. 6p° sont la moitié de 12p*' ou 1p' : donc le produit de 5* 8'' par 
le rapport de 6p° à la toise est la moitié du produit précédent 18% ou 9^ 
lP° est le J de 6p° : donc le produit de 5^ 8' par le rapport de 1p° à la 
toise est le | du produit précédent 9% ou 1' 6**. 

Pour multiplier 5^ 8' par le rapport de 10' à la toise, on décompose 10' 
en 4^ 4- 4^ + 2'. 4* sont le tiers de 12' ou 1p° : donc le produit de S' 8' par 
le rapport de 4' à la toise est le tiers du produit précédent l'O*^, ou B**. 
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On écrit une deuxième fois ce dernier produit au-dessous de lui-même. 
2^ sont la moitié de 4' : dont le produit 5' 8" par le rapport de 2' à la toise 
est la moitié du produit précédent 6^, ou 3**. 

Faisant la somme des produits partiels, on trouve 14* 19* 9"^ pour le 
produit demandé. 

*481. Multiplier & 8* par le rapport du nombre 2* 4^^ 7^** W au pied. 
Le nombre 2* 4?' 1^ 10' est égal à 16^' 7pM0'. 
Pour multiplier 5^ 8* par le rapport du nombre 16p^ 7p° 10* au pied, on 
multiplie 5* 8' par le rapport de chacune des parties de ce nombre au pied 
et on fait la somme des produits obtenus. 

5* 8' 

IQpi 7Po iQi : ipi 



Produit par 16?' : 1?' } 16?'. ... 16 fois 5' 8» 86* 8» 

( 6p° ou ip'i de 5* 8» 2 14 

» par 7p® • 1?' \ 

^ * f 1 .... J du produit précédent 9 

!4* ou |p° J du produit précédent 3 ! 

4 .... I du même 3 

2 .... ^ du produit précédent 1 6* 

89 18 6 

Le produit de 5* 8' par le rapport de 16?* au pied ou par 16 est 8ff 8* 
Pour multiplier 8* 8" par le rapport de 7?° au pied ou à 12?**, on décom* 
pose 7p° en 6?° + 1?^ 6?° sont la moitié d'un pied : donc le produit de 
8* 8« par le rapport de 6?° au pied est la moitié de 5' 8% ou 2' 14'. 1^" est 
le I de 6p° : donc le produit de S* 8* par le rapport de i^ au pied est lef 
du produit précédent 2* 14% ou 9\ 1 

Pour multiplier 5* 8' par le rapport de 10* au pied, on décompose 10* I 
en 4* + 4* + 2*. 4* sont le tiers de 12* ou 1?^ : donc le produit de 5* 8* par 
le rapport de 4* au pied est le tiers du produit précédent 9», ou 
On écrit une deuxième fois ce dernier produit au-dessous de lui-même 
2* sont la moitié de 4* : donc le produit de 5* 8' par le rapport de f a 
pied est la moitié du produit précédent 3% ou 1' 6*. 
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Faisant la somme des produits partiels, on trouve 89^ 18* 6** pour le 
produit demandé. 

*482. Multiplier 2^ 10* par le rapport du nombre 1* S^^ 9' à la toise, 

2M0* 

H 5pi 91 . 41 

Produit par 1» : 1' j 1» .... 1 fois 2M0* 2^ 10* 

( 3p' ou 4* . 4 du produit précédent 1 5 

- P**' "^ • ' / 2p' ou I' . I du même 16 8^ 

|p'. I du produit précédent È i 

( 6* ou ^p'. ^ du produit précédent 4^ 

P * / 3 .... 1 du produit précédent 2^^^ 



)) 



)) 



4 12 2i 

Dans cet exemple, on décompose 5p^ en 3p' + 2ps et 9^ en 6^ + 3'. Or 
6' sont le ^ de 2p'. Pour éviter la division par 48, on prend d'abord le \ du 
produit par 2p*, ce qui donne 2» 1** (*) ; puis le | de 2* 1^, ce qui donne 41**. 

Le produit cherché est 4* 12* 2{*. 

*483. Trouver la surface d'un rectangle ayant 284^ 5p* 6p° de longueur 
et 137* 4p^ 9p° de largeur. 

Remarquons d'abord que l'on appelle toise-toise (") ou toise carrée ('*), 
toise-pied (*p'), toise-pouce ('p°), toise-ligne ("), toise-point ('p';, des rectangles 
ayant une toise de longueur, et, pour largeur, respectivement la toise, 
le pied, le pouce, la ligne, le point. On entend, de même, ce que 
signifient les expressions pied-pouce, pied-ligne, pouce-ligne, etc. 

Il est évident que la toise carrée vaut 6 toise-pied ("*) ; que la toise-pied 
vaut 12 toise-pouce; que la toise- pouce vaut 12 toise-ligne; que la toise- 
ligne vaut 12 toise-point; que le pied-pouce vaut 12 pied-ligne; etc. 

Cela posé, si l'on conçoit un rectangle ayant 284* 5p^ 6p° de longueur 



(*) Le produit 2« id est ce qu'on appelle faux produit ou produit auxiliaire. 
(**) J'écris 6 toite-pied, c'est-à-dire 6 rectangles ayant une toise de longueur et un pied 
4e largeur. 

20 



l 
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et 1* de largeur, ce rectangle sera égal à 284" 5*p* 6*p°. La largeur à 

rectangle étant 137» 4p' 9»'^ on voit qu'il suffit de multiplier 284" 5»p' 6* 

par le rapport de 137' 4p» 9^^ à la toise (480». 

284" 5*p^ 6'p° 

137' P^ 9^ : 1 



Produit 
par 137» : V 



284«'. 



3'p^ ou i" 



137 fois 284" 



par 4p' : 1» 



par 9p° : 1» 



. i de 137" 

2»P' ou^" . I de 137" 

Qipo Qy upi I ^jy produit précédent 

2p' ou I» . l de 284" 5»p' 6»p° . . . 

2 I du môme 

6p^ ou ^p' . y du produit précédent 
3 J du produit précédent 



1988" 
852 

284 
68 



3tpi 



45 


t 




H 


2 


en- 


94 


5 


10 


94 


S 


10 


23 


4 


s i 


11 


S 


2 9 



39259 W i 

La surface du rectangle est 39259" 10'p° 3", ou, en observant que la 
toise-pouce vaut 6 X n ou ^ pied carré, et que la toise-ligne vaol 
72 X j^ ou 6 pouces carrés, 39259»* 5p'* 18p^*. 

*484. Trouver le volume d'un parallélépipède rectangle ayant 4' o*" 7' 
de longueur, 3» 4p' 6p° de largeur et 2» 3p*' 4p** de hauteur. 

Remarquons d'abord que l'on appelle toise-toise-toise ("») ou 
cube (»'), toise-toise-pied ("p'), toise-toise-pouce ("p°), toise-toise-ligne 
toise-toise-point ("p'), des parallélépipèdes rectangles ayant une toise 
longueur, une toise de largeur, et, pour hauteur, respectivement la toi 

• 

le pied, le pouce, la ligne, le point. On entend, de même, ce que si 
fient les expressions toise-pied-pied, toise-pied^ouce, toise-pied-ligne 

Il est évident que la toise cube vaut 6 loise-toise-pied ; que la toi 
toise-pied vaut 12 toise-toise-pouce; que la toise-toise-pouce vaut 12 toi: 
toise-ligne; que la toise-toise-ligne vaut 12 toise-toise-point; etc. 

Cela posé, la base du parallélépipède rectangle est égale à 4» o»" 
X 3» 4P' 6p° ou (483) à 18" 2'p' 1Vp° 3". Si l'on conçoit un paraliél^l 
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pède ayant, cette base et 1* de hauteur, ce parallélépipède aura pour 
volume 18*" 2"p' H"p° 3'". Mais la hauteur du parallélépipède donné 
est 2' 3p' 4p°. Donc on aura le volume de ce parallélépipède en multi- 
pliant 18"* 2"p' ir^p° 3"» par le rapport de 2' 3?' 4?^ à la toise (480). 

4" gtpi 7tpo 

31 4pi 6p° : 1' 



Produit par 3* : 1* 1 3*. . . . 3 fois 4" S^p* 7*p^ . 14" 4*p' 9*p^ 

( 2p^ ou I*. l du même .... 1 3 10 4" 
)) par4p^-l^| ^. . . . i du même .... 1 3 10 4 

» par6p° : 1* \ 6p° ou |p' { du produit précédent 2 5 7 

18 2 11 3 

jgttl gttpi jjttpo 3UI 

<2t 3pi 4po . |i 

Prod*par2*:l* I 2* . . . 2 fois 18"* 2"p* 11"p° 3*" 36"*5"p' 10"p°6"» 

» 3p' : 1* I 3p* ou I*. I du même 9 1 5 7 6"p* 

» 4p^: 1* I 4p°ou|p' I du produit précédent 10 1116 

47 1 6 1 

Le volume du parallélépipède est 47t«'|"P' 6"p° V", ou, en observant 
que la toise-toise-pied vaut 6 X 6 X 1 ou 36 pieds cubes, que la toise- 
toise-pouce vaut 6 X 6 X ^ ou 3 pieds cubes, et que la toise-toise-ligne 
vaut 72 X 72 X î^ ou 432 pouces cubes, 47*' 54p''' 432p°'. 



CHAPITRE IX 

DU MEILLEUR SYSTÈME DE NUMÉRATION ET DE POIDS ET MESURES 

485. On peut se proposer de rechercher quel est le meilleur système 
de numération et de poids et mesures. 

Observons d'abord que la base du système de numération ne doit être ni 
trop petite ni trop grande ; car, avec une base trop petite, il faudrait trop 
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de chiffres pour représenter des nombres raftme peu élevés, et, avec une 
base trop grande, il faudrait des tables d'addition et de multiplication 
trop étendues. Il importe aussi, soit au point de vue purement arithmétique, 
soit au point de vue de l'établissement d'un système de poids et mesures 
qui soit en harmonie avec le système de numération, que la base et ses 
puissances soient d'un fractionnement ou d'une divisibilité facile. 

On voit que les seuls nombres qui remplissent ces conditions sontS, 10, 12, 
et, parmi ceux-ci, 8 semble le meilleur, pour les raisons suivantes : 

l*» Dans la base 8, le nombre des chiffres nécessaires pour écrire les 
nombres ne serait guère plus considérable que dans les bases 10 ou 12. 
En effet, on peut, dans la base 8, écrire, avec le même nombre de chiffres 
que dans la base 10, ou seulement avec un chiffre de plus, tous les nombres 
jusqu'à 77777777777g ou 8589934591,0. De même, on peut écrire, avec 
le même nombre de chiffres que dans la base 12, ou seulement avec un 
chiffre de plus, tous les nombres jusqu'à 7777 777g ou 2097151, <, ou 
851 767, j, et, avec un ou deux chiffres de plus, tous les nombres jusqu'à 
7777777777777g ou 549 755 81 3 887, ^ ou 8a668139767,2. 

2° Dans la base 8, les opérations sont notablement plus simples et 
partant plus sûres que dans les bases 10 ou* 12. En effet, le système 
octaval, comparé au système décimal, réduit les tables d'addition et de 
multiplication de plus de ^q, tandis que le système duodécimal les 
augmente de plus de moitié. 

3° Les puissances successives de 8 offrent, proportionnellement à leur 
valeur, plus de diviseurs que les mêmes puissances de 10 ou de 12. Car 
les puissances 8", 10", 12" ont, respectivement, 3n + 1, w^ -f- 2w + 1, 
2«2 + 3^2 -j- 1 diviseurs. Or, comme on le vérifie aisément, on a 

3w + 1 : w2 + 2w + 1 > 8" : 10«, 3w + 1 : 2w2 + 3w -f 1 > 8« : 12". 

Et ces inégalités subsistent encore si l'on omet le diviseur 1, qui n'est 
d'aucun emploi. 

4** La multiplication ou la division la plus simple et la plus réduite de 
toutes, celle dont le résultat s'éloigne le moins de l'objet à multiplier ou 
à diviser, est la multiplication ou la division par 2. Or, dans le système 
octaval, la multiplication et la division par 2 sont extrêmement simples. En 



— 309 — 

effet, la multiplication binaire successive de l'unité donne la série de 
nombres 

1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048,... 

lesquels, dans le système octaval, s'écrivent simplement : 

1, 2, 4, 10, 20, 40, 100, 200, 400, 1000, 2000, 4000,... 

c'est-à-dire chacun avec un seul des chiffres significatifs 1, 2, 4; et la 
division binaire engendre la série de fractions 



1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


1 


2' 


4' 


8' 


16' 


32' 


64' 


128' 


236' 


512 



OU 

•5, -25, '125, '0625, '03125, 015 625, -0078125, 

•00390625, 001953125,... 

lesquelles, dans le système octaval, s'écrivent simplement : 

11111111 1 



2' 4' 10' 20' 40' 100' 200' 400' lOOO'"* 

ou 

•4, -2, "1, 04, '02, -01, 004, 002, 'OOl,... 

c'est-à-dire chacune avec un seul des chiffres significatifs 1, 2, 4. 

5<* La division binaire étant, comme il vient d'être dit, la plus simple 
et la plus réduite de toutes, il s'ensuit que la base 8 est la plus conve- 
nable pour la formation d'un système régulier et uniforme de poids et 
mesures. Le système décimal n'admet pas de série régulière, non plus 
que le système duodécimal; car, dans le système décimal, on passe 
de l'unité à la moitié, de la moitié au cinquième, du cinquième au 
dixième; et, dans le système duodécimal, on passe de l'unité à la moitié, 
de la moitié au tiers, du tiers au quart, du quart au sixième, du sixième 
au douzième. Tous ces fractionnements offrent des disparités choquantes, 
et sont loin de présenter à l'esprit la clarté, la commodité et la perfection 
de la série binaire pure, dégagée de toute autre espèce de fractionnement. 

6** La division ternaire n'est pas naturelle, parce qu'elle est maté- 
riellement difficile. Aussi, si l'on emploie quelquefois le tiers, c'est plutôt 
pour lui appliquer la division binaire, en le partageant en sixièmes et en 
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douzièmes, et non en neuvièmes et en vingt-septièmes. La division binaire, 
au contraire, est si véritablement instinctive que, dans le langage usuel, 
on ne nomme guère d'autres fractions que les demis, les quarts et les 
demi-quarts, et que, pour exprimer une quantité égale à un tiers, ou qui 
en approche, on préfère dire un bon quart. 

1^ Si l'on jette un coup d'œil sur les systèmes de poids et mesures 
anciens et modernes, autres que le système métrique, on reconnaît 
aisément que, malgré l'existence de la numération décimale, les différents 
peuples ont le plus généralement employé les multiples et les sous- 
multiples binaires, souvent même sans mélange d'aucune autre sorte de 
division. Bien plus, dans le système métrique, créé non par la nature mais 
par l'art et imposé non par l'usage mais par la loi, les mesures décimales 
ont leur double et leur moitié. A la Bourse, même dans les pays à monnaies 
décimales, les transactions sur un grand nombre de fonds s'opèrent par 
3> 4» 8» î^' ^*ï pareillement, le prix du change varie suivant l'échelle 
2? ^> ij ï» i pour cent. Les taux usuels d'intérêt et d'escompte varient 
aussi de quart en quart de franc. La série de nos monnaies d'argent, par 
manque de logique décimale, comprenait autrefois la pièce de 2| francs, 
moitié de celle de cinq francs, et la pièce d'un quart de franc; la série des 
monnaies d'or comprenait la pièce de 40 francs. Tant il est naturel de 
revenir au fractionnement ou à la progression binaire en ce qui concerne 
les poids et mesures. 

8** Enfin, n'omettons pas d'observer que l'on pourrait également compter 
sur ses doigts dans la numération octavale. On pourrait, en effet, faire 
servir de compteurs les deux pouces, que la nature, d'ailleurs, a formés à 
part, et les huit autres doigts fonctionneraient comme signes des huit 
premiers nombres. 

Il semble résulter, des considérations qui précèdent, que le système 
octaval serait le meilleur système de numération et de poids et mesures (*)• 



(*) Lire, sur cette question, Pintéressant ouvrage de M. Colenne, Le système octaval, ou la 
numération et les poids et mesures réformés, Paris 484S. 



LIVRE HUITIE\IE 

DE LA RÉSOLUTION DES PROBLÈMES 



CHAPITRE I 

DE LA RÉSOLUTION DES PROBLEMES EN GÉNÉRAL 

486. « Parmi les diverses questions auxquelles peuvent donner lieu 
les transactions sociales les plus fréquentes, il n'en est aucune, dit 
Lacroix, dont on ne puisse découvrir la solution par des raisonnements 
fort simples, dès qu'on entend bien la signification des termes techniques 
dans lesquels l'énoncé est exprimé. En faisant d'une manière convenable 
le développement des conditions explicites et implicites de cet énoncé, on 
par\âent à déterminer laquelle des quatre opérations fondamentales, ou 
de leurs combinaisons, il faut faire sur les nombres donnés pour parvenir 
aux nombres inconnus. L'habitude de ce genre de recherches constitue 
le vrai savoir en Arithmétique, dispense la mémoire de s'embarrasser de 
cette foule de règles dont sont remplis les traités ordinaires de cette 
science, et présente des ressources pour les cas imprévus, dans lesquels 
échoue le calculateur qui ne sait que des formules d'opérations. » 

487. Lorsqu'un problème est simple, c'est-à-dire peut être résolu par 
une seule opération, il n'y a, en général, aucune difficulté de reconnaître 
si cette opération est une addition ou une soustraction; mais on peut 
quelquefois hésiter sur l'emploi de la muhiplication^et de la division. 

Pour lever le doute, on s'aidera des deux remarques suivantes : 
1° Lorsqu'on compare deux grandeurs qui dépendent l'une de l'autre, 
on doit considérer avec soin, si, l'une de ces grandeurs devenant un 
certain nombre de fois plus grande ou plus petite, l'autre devient aussi 
ce nombre de fois plus grande ou plus petite, ou si, au contraire, elle 
devient ce nombre de fois plus petite ou plus grande; 
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2° Lorsque, parmi les nombres donnés, il y a des fractions ou des 
nombres fractionnaires, on fera, sur ces fractions ou ces nombres 
fractionnaires, les mêmes raisonnements et les mêmes opérations que 
sHl s'agissait de nombres entiers, 

488. Problème 1. Le mètre d'une certaine qualité de drap coûte 
10 francs SO centimes. Combien paiera-t-on : \^ pour 6 mètres; 2" pour 
4 de mètre; 3*» pour 4 mètres 5 décimètres? 

Si, pour un mètre de drap, on paie 10*50^ pour 6 mètres on paiera 

6 fois lO'SOf, ou (230) 10'8(K X 6 = 63^. 
De même, si, pour un mètre, on paie 10*50^ pour f de mèire on 

paiera les j de lO'SOf, ou (231) 10*50^ X f = 6^ 

Enfin, si, pour un mètre, on paie lO'SO^, pour 4*S mètres on paiera 
4 fois 10-50f, plus les ^ de 10'50f, ou (233) lO'SO' X 4-5 = 47•26^ 

On voit que, dans tous les cas, on multiplie le prix du mètre par k\ 
nombre de mètres, que ce nombre soit entier ou fractionnaire ou une fraction. 

« 

489. Problème 2. On a payé M francs 60 centimes pour 6 fn^res 
24 centimètres de drap. Quel e^t le prix du mètre? 

Si le prix du mètre était connu, en le multipliant par 6'24, on aurait 
pour produit 54*60^ (488) : donc (241) le prix du mètre est égal au quo- 
tient de 54'60f par 6'24, ou à 875»'. 

On peut dire encore (487,2°) : 

Si pour 6*24°* on paie 54*60^, pour un mètre on paiera 6*24 fois 
moins, ou 54'60' : 6*24 = 875^. 

490. Problème 3. Le mètre de drap d'une certaine qualité coûte 

7 francs 50 centimes. Combien de mètres recevra-t-on pour 48 francs? 
Le prix total 48^ est le produit de 7*50^ par le nombre de mètres 

demandé (488) : donc (241) ce nombre de mètres est égal au quotient de 
48 par 7 '50, ou à 6*4™. 

On peut dire encore (487, 2*j : 

Si le mètre de drap coûte 7'50<^, on recevra, pour 48^ autant de mètres 
que 7*50^ sont contenus de fois dans 48^, ou 48 : 7*50 = 6 "4". 
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491. Lorsqu'un problème est composé, c'est-à-dire ne peut être résolu 
qu'au moyen de plusieurs opérations, on le décompose en une suite de pro- 
blèmes simples, dont le dernier a pour inconnue celle du problème proposé. 

Il n'existe pas de règle générale pour opérer la décomposition des 
problèmes. Mais il est utile, ainsi que nous allons le faire dans les cha- 
pitres suivants, d'exposer certaines méthodes de solution applicables à un 
nombre plus ou moins étendu de questions, et de parcourir les principales 
applications que l'on peut faire de l'Arithmétique à la vie usuelle. 



CHAPITRE II 

OE IL.A. aRÈO-r^E r>E TROIS 

492. On dit que depx grandeurs sont directement proportionnelles, 
ou, simplement, qu'elles sont proportionnelles, ou qu'elles varient dans le 
même rapport, lorsque, l'une devenant un certain nombre à^îois plus grande 
ou plus petite, l'autre devient aussi ce môme nombre de ioisplus grande ou 
plus petite. Si, par exemple, un certain nombre de mètres d'étoffe coûte 
une certaine somme, un nombre de mètres 2, 3, 4... fois plus grand coûte 
une somme 2, 3, 4... fois plus grande : donc le nombre de mètres et le 
prix de ces mètres sont deux grandeurs directement proportionnelles. 

Lorsque deux grandeurs sont directement proportionnelles, le rapport 
de deux valeurs quelconques de l'une est égal au rapport des deux valeurs 
correspondantes de l'autre. 

493. On dit que deux grandeurs sont inversement ou réciproquement 
proportionnelles, ou qu'elles varient dans un rapport inverse, lorsque, 
l'une devenant un certain nombre de fois plus grande ou plus petite, 
l'autre devient ce même nombre de h\s plus petite ou plus grande. Si, 
par exemple, pour faire un ouvrage, un certain nombre d'ouvriers ont 
employé un certain nombre de jours, un nombre d'ouvriers 2, 3, 4... 
fois plus grand emploieront, pour faire le même ouvrage, un nombre de 
jours 2, 3, 4... fois plus petit : donc le nombre d'ouvriers et le nombre 
de jours sont deux grandeurs inversement proportionnelles. 
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Loreque deux grandeurs sont inversement proportionnelles, le rapport 
de deux valeurs quelconques de l'une est l'inverse du rapport des deux 
valeurs correspondantes de l'autre. 

494. On nomme règle de trois une règle par laquelle, connaissant les 
valeurs simultanées de plusieurs grandeurs, directement ou inversement 
proporlionnelles à l'une d'entre elles, on obtient la valeur que prend 
celle-ci quand on donne de nouvelles valeura à toutes les autres. 

Ce nom de règle de trois vient de ce que les questions relatives aux 
grandeurs directement ou inversement proporlionnelles peuvent se 
résoudre au moyen d'une ou de plusieurs proportions, dans chacune 
desquelles on connaît trois termes (383). 

Il est toutefois préférable, ainsi que nous le ferons dans le chapitre suivant, 
de résoudre ces questions par la méthode analytique, ou de réduction à l'unité. 

La règle de trois est dite simple ou composée, suivant que le problème 
est résoluble par une seule ou par plusieurs proportions. 

495. Problème 4. Si 8™ de drap coûtent SO*", combien paiera-t-on 
pour 20™ du même drap? 

Le nombre de mètres et le prix de ces mètres sont deux grandeurs 
directement proportionnelles. On a donc, en désignant par x le prix 
cherché, la proportion 

_ = _, d'où (383) X = - -g — = 125^ 

496. Problème 5. 8 ouvriers ont fait un certain ouvrage en ^0 jours. 
Combien de jours 20 ouvriers auraient-ils mis à faire le même ouvrage'! 

Le nombre d'ouvriers et le nombre de jours de travail sont deux gran- 
deurs inversement proportionnelles. On a donc, en désignant par x le 
nombre de jours cherché, la proportion 

20 = 50' ^ ^^ (383) X = -^^ = 2». 

497. Problème 6. Il a fallu 10 rouleaux de papier ayant 24° rf^ 
long et 1*50™ de large pour tapisser un appartement. Combien faudrait-il 
de rouleaux de 30™ de long sur 0*80™ de large? 
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On dispose les données et les inconnues comme il suit : 
Il faut 10 rouleaux de papier ayant 24'° de long et 1*50™ de large. 
X 30 r50 

y 30 0*80 

Cela étant fait, on observe que le nombre de rouleaux est inversement pro- 
portionnel à la longueur et à la largeur du papier. On a donc les proportions 

10 _ 30 X _ 0'80 
X ^ W y~' l'50* 

Multipliant ces proportions membre à membre, on a 

10a;_300;80 iO_ 30 X 0'80 

X y ~ 24 1-50' ^^^ y "^ U X 1*50' 

., s /ooox 10 X 24 X 1*50 ,- , 

d où (383) y = — g^ ^ ^.g^ — = 15 rouleaux. 

498. Problème 7. Il a fallu 16 jou7*s à 15 ouvriers, travaillant 
9 heures par jour, pour creuser un fossé ayant 36™ de longueur. Combien 
faudra-t'il de jours à 18 ouvriers, travaillant 10 heures par jour, pour 
creuser un fossé ayant 60™ de longueur? 

On dispose les données et les inconnues comme il suit : 
Il faut 16J à 15 ouvriers trav* 9^ par jour pour faire 36™ de fossé, 
rc 18 9 36 

tj 18 10 36 

z i8 10 60 

Gela étant fait, on observe que le nombre de jours est inversement propor- 
tionnel au nombre d'ouvriers et au nombre d'heures de travail, mais qu'il est 
directement proportionnel à la longueur du fossé. On a donc les proportions 

16_18 ^_]^ 2/__36 
a;~15' y~ 9' z'^eO' 

Multipliant ces proportions membre à membre, on a 

l^v^v^— l?vi^v§^ 16_ 18 X 10 X 36 

a; ^ ^ ~15 9 60' ^^ z ~15 X 9 X 60' 

d'où (383) . = '16 2LilX_9_X_60 _ 

^ ^' ^ 18 X 10 X 36 ^" • 



— 316 - 

499. Les valeurs des inconnues, dans les quatre problèmes qui 
précèdent, peuvent s'écrire : 

•8Ô' ^*^ ^ Ï8 ^ ÏÔ M 



50f X^, ^^^ YO' ^^ ^ m^ 0""^' 16^ X 4^ X ^ X ^. 



Ainsi, pour obtenir le nombre inconnu, on multiplie le nombre connu df 
même espèce par les rapports des nouvelles données aux premières, ou 
par les rapports inverses^ suivant qu'il s'agit de grandeurs directement 
ou inversement proportionnelles à la grandeur qui est de même espèce 
que Vinconnue. 

*600. Problème 8. La valeur d'un diamant, brut ou taillé, est propor- 
tionnelle au carré de son poids. Si un diamant taillé du poids cTun 
carat, ou de 206 milligrammes, vaut 192^ quelle sera la valeur d'ini 
diamant taillé du poids d'un gramme? 

On dit q\ïu7ie grandeur est proportionnelle au carré d'une autre 
grandeur, lorsque, celle-ci devenant 2, 3, 4, 5... fois plus grande, la pre- 
mière devient 4, 9, 16, 25... fois plus grande. On a donc, en désignant 
par X la valeur d'un diamant taillé du poids d'un gramme, la proportion 

^ 1^^02 ,,,^^„. ^ 192 X 1000^ AMAf.M 
192 ^ 1Ô6Ï"' doù (383) X = ^^, = 4524^ 1 ). 



CHAPITRE III 

601. La méthode analytique, ou méthode de réduction à l'unité, 
consiste, connaissant la valeur d'une certaine grandeur, correspondant à 
certaines valeurs d'autres grandeurs, à chercher la valeur de la première, 



{*) A la règle de trois se rattachent les problèmes sur la règle conjointe, les partages pro- 
portionnels, rintérêl, l'escompte, les rentes sur l'État, les poids spécifiques, les titres des 
matières d'or et d'argent, les changes et les arbitrages. 

'**) Cette méthode est due au baron Reynaud, qui Ta indiquée dans son Introduciion à 
l'Algèbre, Paris 1800. 
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quand on donne la valeur 1 à toutes les autres, pour ensuite en déduire la 
valeur de la première, quand on donne une nouvelle série de valeurs à 
toutes les autres. 

Cette méthode est principalement employée lorsqu'il s'agit de grandeurs 
directement ou inversement proportionnelles (494). 

502. Problème 9. Si 8'" de drap coûtent 50^ combien paiera-t-on 
pour 20"* du même drap ? 

Le nombre de mètres et le prix de ces mètres sont deux grandeurs 
directement proportionnelles (492). On dira donc : 

r Puisque 8" coûtent 50^', 1" coûtera 8 fois moins , ou -g- ; et 20™ coûteront 
20 fois plus, ou ^J_^ = 125f. 

o 

503. Problème 10. 8 ouvriers ont fait un certain ouvrage en ^0 jours, 
, Combien de jours 20 ouvriers auraient-ils mis à faire le même ouvrage? 

Le nombre d'ouvriers et le nombre de jours de travail sont deux 
: grandeurs inversement proportionnelles (493). On dira donc : 
? Si 8 ouvriers ont rais 50 jours à faire un certain ouvrage, un seul 
ouvrier en aurait mis 8 fois plus, ou 50J X 8, et 20 ouvriers en auraient 

mis 20 fois moins, ou — ^a — = 20 jours. 

604. Problème 11. Il a fallu 10 rouleaux de papier ayant 24™ de 
long et TSO™ de large pour tapisser un appartement. Combien faudrait-il 
de rouleaux de 30™ de long sur 0*80™ de large ? 

Le nombre de rouleaux est inversement proportionnel à la longueur et 
i à la largeur du papier. On dira donc : 

Quand le rouleau a 24™ de long et 1*50™ de large, il en faut 10. 

1 » 10 X 24. 

10 X 24 



30 



» 



30 

10 X 24 X rm 

30 



ft-ftft 10 X 24 X 1-SO _ 
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On peut encore résoudre le même problème de la manière suivante d 
La surface d'un rouleau de 24" de long sur l'50'" de large est égale; 
24 X 1*50 = 36"»; et, puisqu'il en a fallu 10 pour tapisser l'apparie 
ment, la surface tapissée est égale à 36"'2 x 10 = 360"2. 

Le nouveau rouleau a 30"* de long sur 0*80" de large : sa surface eS 
donc égale à 30 X 0'80 = M"*^, et, par suite, il en faudra autant qiM 
24'"2 sont contenus de fois dans 360"2, ou 360 : 24 = 15 rouleaux. 

606. Problème 12. Il a fallu 16 jours à 18 ouvriers, travaillaM 
9 heures par jour, pour creuser un fossé ayant 36" de longueur, Comhiti 
faudra-t'il de jours à 18 ouvriers, travaillant 10 heures par jour, p 
creuser un fossé ayant 60*" de longueur ? 

Le nombre de jours est inversement proportionnel au nombre d'ouvrii 
et au nombre d'heures de travail, mais il est directement proportioi 
à la longueur du fossé. On dira donc : 

15 ouvriers trav' 9** par jour font 36" de fossé en 16J. 
1 )) » 16^ X 15. 



18 



» 



» 



10 



» » 1 



16^^ 15 
18' * 

16J X 15 X 9 
18 

i& X 15 X 9 
18 X 10 • 

\& X 15 X 9 
18 X 10 X 36* 



» 



^^ 16^ X 15 X 9 X 60 ««|i 

^^ 18X10X36 ^^^^ 



*606. Problême 13. La valeur d'un diamant, brut ou taillé, M 
proportionnelle au carré de son poids. Si un diamant brut du poids ivÂ 
carat, ou de 206 milligrammes, vaut 48^ quelle sera la valeur d'un diama»^ 
brut du poids d'un gramme? 

On dit qu'une grandeur est proportionnelle au carré d'une autre grades 
lorsque, celle-ci devenant 2, 3, 4, 5... fois plus grande, la prerai 
devient 4, 9, 16, 25... fois plus grande (500). Cela étant, on dira : 
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Un diamant brut, du poids de fOQ"*, vaut 48'. 

Un diamant brut, du poids de l"», vaut 206* ou 42436 fois moins, 

42436' 
Et un diamant brut, du poids de lOOO"» ou 1«, vaut 1000* ou 

.AArtAAAj e- I 48' X 1000000 „.,, 
1000000 de fois pltis, ou m»^ " = n3\'. 



on 



CHAPITRE IV 

607. Certains problèmes se résolvent en ramenant à un nombre unique, 
à l'aide de multiplicateurs ou de diviseurs convenablement choisis, des 
nombres différents se rapportant à une même espèce de grandeur. 

Cette méthode est appelée méthode de réduction au même coefficient ou 
à un même terme de comparaison, 

608. Problème 14. Pour 8^ de sucre et lo^ de café, on paie o3^; 
pour 7^ de sucre et 12^ de café, on paie 43^ Quel est le prix du kilo- 
gramme de sucre et du kilogramme de café? 

Dans ce problème, la quantité de sucre est, la première fois, de 8^, et, 
la seconde fois, de 7^. Pour que la quantité de sucre fût la même les deux 
fois, il suffirait que les quantités de sucre et de café fussent, la première fois, 
7 fois plus grandes, et, la seconde fois, 8 fois plus grandes. On dira donc : 

8^ de sucre et 15^ de café coûtent 53^ : donc 

7 fois 8^ ou 56^ de sucre et 7 fois 15^ ou 105^ de 
café coûtent 7 fois 53f ou 371 ^ 

7^" de sucre et 12^ de café coûtent 43^ : donc 

8 fols 7^^ ou 56^ de sucre et 8 fois là'' ou 96'' de 
café coûtent 8 fois 43' ou 344'. 

Il résulte de là que lOo — 96 ou 9'^ de café 
coûtent 371 — 344 ou 27' : donc le kilogramme 
de café coûte 27' : 9 = 3'. 
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Pour trouver le prix du kilogramme de sucre, on observe que 15'^ de 
café coûtent 4o^ Par suite, 8^ de sucre coûtent o3 — 45 = 8^, et un kilo- 
gramme de sucre coûte 8^ : 8 = V. 

608. Problême 15. Partager le nombre 100 en detut parties telles 
que, si Von divise la première par 7 et la seconde par i\, la somme des 
quotients soit égale à 12. 

La première partie plus la seconde égalent 100. 

Le f de la première partie plus le ^ de la seconde égalent 12; ou, ei\. 
multipliant par 7, la première partie plus les 17 de la seconde égalent 84. 

Il résulte de là que les ^ de la seconde partie égalent 100 — 84 ou 16., 
Le ji ^6 l^ seconde partie égale donc 16 : 4 ou 4, et la seconde partie 
égale 4 X 11 ou 44. i 

La première partie égale 100 — 44 ou 56. 

610. Problème 16. Z7n canotier peut parcourir 42 mètres par minute 
en descendant une rivière, et seulement 24 mètres par minute en 
remontant le courant. Jusqu'à quelle distance peut-il descendre pour 1 
qu'en partant à ii^l^^ du matin il soit de retour au point de dépari à f 
de r après-midi ? 

Remarquons d'abord que de 11'' 15°* du matin à 2'' de raprès-midi 
il y a 2*^45"' ou 165 minutes. Puis ramenons les deux nombres 42 etj 
24 à leur plus petit commun multiple 168 au moyen des multipli-i 
dateurs 168 : 42 ou 4 et 168 : 24 ou 7. 

Pour descendre 42 mètres il faut 1 minute, et, pour en descendre 
42 X 4 ou 168, il faut 4 minutes. 

Pour remonter 24 mètres il faut une minute, et, pour en remonter 
24 X 7 ou 168, il faut 7 minutes. 

Donc, pour descendre et remonter 168 mètres, il faut 4 + 7 = 11 minutes. 

Cela étant, on dira : 

En 11 minutes, on peut descendre et remonter 168". 

168'" 
En 1 minute, on peut descendre et remonter -tt~- 

Et en 165 minutes, on peut descendre et remonter j^ == 2520" 



J 
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511. Problème 17. Un lévrier poursuit un lièvre qui a 40 sauts 
ï avance; le lévrier fait 7 sauts pendant que le lièvre en fait 9; mais 
\ sauts du lévrier valent autant que 5 sauts du lièvre. On demande après 
omhien de sauts le lévrier aura atteint le lièvre. 

Ici, les sauts du lévrier sont 7 dans une première donnée, et 3 dans 
me autre donnée. On dira donc, en ramenant ces deux nombres à leur 
îommun multiple 21 : 

Le lévrier fait 7 sauts pendant que le lièvre en fait 9, et il en fait 7X3 
m 21 pendant que le lièvre en fait 9 X 3 ou 27. 

Mais 3 sauts du lévrier en valent 5 du lièvre, et 3 X 7 ou 21 sauts 
lu lévrier en valent 5 X 7 ou 35 du lièvre. 

Par conséquent, lorsque le lévrier fait 21 sauts, il gagne, sur le lièvre, 
(5 — 27 = 8 sauts du lièvre. 

Le lièvre ayant 40 sauts d'avance, le lévrier devra faire, pour l'atteindre, 
10 : 8 ou 5 fois 21 sauts ou 105 sauts. 

512. Problème 18. Trouver deux nombres tels que le quadruple 
Iw premier surpasse de 3 le quart du second, et que le sextuple du 
dernier surpasse de 5 le sixième du second. 

Ici, le premier nombre est considéré d'abord comme multiplié par 4, 
«lis comme multiplié par 6. Ramenant ces deux nombres 4 et 6 à leur 
llus petit commun multiple 12, au moyen des multiplicateurs 12 ; 4 ou 3 
^ 12 : 6 ou 2, on dira : 

I 4 fois le premier nombre égalent le j du second, plus 3. 
I 6 fois le premier nombre égalent le l du second, plus 5. 

I 3 fois 4 ou 12 fois le premier nombre égalent les f du second, plus 9. 
^ 2 fols 6 ou 12 fois le premier nombre égalent les | du second, plus 10. 

Donc les f moins les | ou les -^ du second nombre égalent 10 moins 9 
^ 1 ; donc le second nombre égale ^ ou 2*4. 
I On trouve ensuite que le premier nombre égale 0*9. 

; On peut aussi ramener les deux nombres 4 et 6 à leur plus grand 

i^nimun diviseur 2, au moyen des diviseurs 2 et 3, ou à l'unlte, au moyen 

tes diviseurs 4 et 6. 

21 
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*618. Problème 19. Deîix villes distantes de 42 kilomètres sont 
reliées par un chemin de fer. Dans un premier train, il y a eu 84^ voya- 
geurs de première classe, ^iO de dmxième classe et 605 de troisième 
classe, et la recette a été de 2476^ Dans un deuxième train, il y a eu 
90 voyageurs de première classe, 120 de deuxième classe et 343 de troi- 
sième classe, et la recette a été de 1406^ Enfin, dans un troisième train, 
il y a eu iOO voyageurs de première classe, 180 de deuxième classe et 
833 de troisième classe, et la recette a été de 2606^ On demande le prix 
du billet de chaque classe. 

Disposant des données et la solution du problème comme on le voit dans 
le tableau ci-joint, on observe que le plus petit commun multiple des 
nombres 84, 90, 100 est 6300 :on multiplie donc les nombres de la première 
ligne par 6300 : 84 ou par 75, ceux de la deuxième ligne par 6300 : 90 
ou par 70, et ceux de la troisième ligne par 6300 : 100 ou par 63. 
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Cela étant fait, on voit, en comparant la première ligne avec la deuxième, 
que 15750 — 8400 = 73S0 voyageurs de plus en deuxième classe et 
45375 — 24010 = 21 365 voyageurs de plus en troisième classe donnent 
une augmentation de recette de 163200 — 98420 = 64780^. 

On voit, de même, en comparant la troisième ligne avec la première, 
que 15750 — 11340 = 4410 voyageurs de moins en deuxième classe et 
52 479 — 45375 = 7104 voyageurs de plus en troisième classe donnent 
une augmentation de recette de 164178 — 163200 = 978^. 

Le plus petit commun multiple des nombres 7350 et 4410 est 22050 : 
on multiplie donc la nouvelle première ligne par 22050 ; 7350 ou par 3, 
et la nouvelle deuxième ligne par 22050 : 4410 ou par 5. 

Cela étant fait, on voit que 64095 + 35520 = 99615 billets de 
troisième classe donnent une recette de 194340 -f- 4890 = 199230^ : 
donc un billet de troisième classe coûte 

199230f : 99615 = r. 

Pour avoir le prix du billet de deuxième classe, on observe que 21 365 

billets de troisième classe coûtent 42730^; par suite, 7350 billets de 

deuxième classe coûtent 64780 — 42730 = 22050^, et un billet de 

deuxième classe coûte 

22050f : 7350 = 3^. 

Enfin, pour avoir le prix du billet de première classe, on observe que 
210 billets de deuxième classe coûtent 630^^ et que 605 billets de troisième 
classe coûtent 1210^; par suite, 84 billets de première classe coûtent 
2176 — 630 — 1210 = 336^, et un billet de première classe coûte 

336f : 84 = 4^. 



CHAPITRE V 

614. On appelle règle de chaîne ou règle conjointe une règle par 
^^uelle^ étant données autant de grandeurs qu'on voudra, dont on 
connaît le rapport de chacune à la suivante, on détermine le rapport de 
^fl première à la dernière. 



^ I 
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Cette règle sert surtout à déterminer les rapports des monnaies ou 
mesures de deux pays, quand on connaît les rapports de ces monnaies 
ou mesures avec celles d'autres pays. 

Ainsi que nous allons le voir, elle n'est qu'une application de la 
méthode de réduction au même coefficient (507). 

616. Problème 20. 61 archines de Turquie valent 65 archines de 
Russie; 9 archines de Russie valent 7 yards anglais; 3o yards anglais 
valent 32™. Combien 100 archines de Turquie valent-elles de mètres^ 

Appelons x le nombre de mètres demandé. On a les égalités suivantes : 

X mètres = 100 archines de Turquie ; 

61 archines de Turquie. = 68 archines de Russie ; 

9 archines de Russie . == 7 yards anglais; 
35 yards anglais . . . = 32 mètres. 

Multiplions les deux membres de chaque égalité par les nombres qui 
figurent aux premiers membres des égalités qui suivent, et par les nombres 
qui figurent aux seconds membres de^ égalités qui précèdent. Nous aurons ; 

X X 61 Xi^X 36 mètres = 61X9X35X100 archines de Turquie; 

61X9X35X100 archines de Turquie = 9X35X100X65 archines de Russie; 

9X35X100X65 archines de Russie = 36X100X65X7 yards anglais; 
35 X 100 X 66 X 7 yards anglais . . = 100 X 65 X 7 X 32 mèlres. 

Le second membre de chaque égalité est maintenant égal au premier 
membre de la suivante : donc le premier membre de la première égalité 
est égal au second membre de la dernière, et on a 

ic X 61 X 9 X 35 = 100 X 65 X 7 X 32, 

égalité à laquelle on serait arrivé immédiatement en multipliant entre eux 
les nombres qui figurent aux premiers membres et entre eux les nombres 
qui figurent aux seconds membres de toutes les égalités. On tire, de là, 

_ 100 X 65 X 7 X 32 _ nç^^nA'^ 
^ "" 61 X 9 X 35 ""' ^^ '^^ ' 

*0n peut encore résoudre le même problème de la manière suivante : 
Soit X le nombre de mètres demandé. 



On a, comme précédemment, les égalités suivantes : 

X mètres = 100 archines de Turquie; 
61 archines de Turquie = 65 archines de Russie; 
9 archines de Russie = 7 yards anglais; 
35 yards anglais = 32 mètres. 

Désignons par a, h, c, d les longueurs respectives du mètre, de Tarchine 
de Turquie, de Tarchine de Russie et du yard anglais, rapportés à une 
même unité de longueur ; les égalités précédentes pourront s'écrire : 

a X X = b X 100; 
^ X 61 = c X 65; 
c X 9 = d X 7; 
rf X 35 = a X 32. 

Multiplions membre à membre ces quatre égalités : l'égalité résultante 
aura les facteurs a, b, c, d communs à ses deux membres, et, en suppri- 
mant ces facteurs communs, on aura simplement 

X X 61 X 9 X 35 = 100 X 65 X 7 X 32, 
d'où 

_ 100 X 65 X 7 X 32 __ 71-.77.™ 
^ "■ 61 X 9 X 35 — ^^ ''^ • 

' 616. On déduit de ce qui précède la règle suivante : 

Pour résoudre un problème de règle conjointe, on représente par x le 
nombre inconnu et on écrit, sous forme d'égalités, les différentes relations 
exprimées dans le problème, en ayant soin que le premier membre de 
chaque égalité soit de même espèce que le second membre de l'égalité pré- 
cédente : le second membre de la dernière égalité sera d'ailleurs de même 
espèce que le premier membre de la première. On multiplie toutes ces 
égalités membre à membre, et on obtient une nouvelle égalité qui fait 
connaître la valeur de rinconnue. 

617, Problème 21. 50 roubles de Russie valent 81 florins d'Autriche; 
le florin d'Autriche vaut 2 mark d'Allemagne; 81 mark d'Allemagne 
ulent 100^ Quelle est la valeur, en francs, du rouble de Russie? 



— 326 — 

Appelons x la valeur, en francs, du rouble de Russie, et écrivons cette 
suite d égalités : 

X francs = 1 rouble de Russie ; 

50 roubles de Russie = 81 florins d'Autriche ; 

1 florin d'Autriche = 2 mark d'Allemagne ; 
81 mark d'Allemagne = 100 francs. 

En multipliant ces égalités membre à membre, on a 

a;X50XlX81=lX8lX2X 100, 
d'où 

_ 1 X 81 X 2 X 100 _ 

^ "" 50 X 1 X 81 "■ * ' 

618. Problème 22. Le litre d'huile d'olive pesant 915« et le kilo- 
gramme coûtant 3^ quel est le prix du litre? 

Appelons x le prix du litre d'huile d'olive, et disposons vis-à-vis l'une 
de l'autre les quantités qui s'équivalent : 

X francs 1 litre d'huile ; 

1 litre d'huile . . . 0*910 kg. d'huile; 

1 kg. d'huile ... 3 francs. j 

Égalant les produits de cette double suite de quantités équivalentes, on a 
ic X 1 X 1 = 1 X 0'915 X 3, ou x = TUbK 

619. Problème 23. Un hectolitre de noix en coques pèse 67*5* tn 
moyenne et donne 30^ d'amandes épluchées qui rendent les -^ de leur 
poids d'huile. Le litre d'huile de noix pèse 928®. Combien faut-il de 
litres de noix en coques pour fournir un litre d'huile ? 

Appelons x le nombre de litres de noix en coques nécessaire pour 
fournir 1 litre d'huile, et disposons vis-à-vis l'une de l'autre les quantités 
qui s'équivalent : 

X litres de noix en coques. . . 4 litre d'huile; 

1 litre d'huile 0*928 kg. d'huile; 

8 kg. d'huile 15 kg. d'amandes épluchées; 

30 kg. d'amandes épluchées . . 100 litres de noix en coques. 
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d'où 



Égalant les produits de cette double suite de quantités équivalentes, on a 
a;Xlx8X30 = lX 0*928 X 15 X 100, 

0*928 X lo X 100 



X = 



8 X 30 



= 5ff 



620. Problème 24. On achète 5*32'' de groseilles pour faire des 
mixtures. Ces groseilles fournissent les | de leur poids de jus, et ce jus 
est mêlé à un poids égal de sucre à Vétat de sirop. Le mélange est ensuite 
chauffé et clarifié, ce qui lui fait perdre ^ de son poids, U opération 
terminée, la confiture est mise dans des pots ayant 0*149^ de capacité. 
On demande combien on pourra remplir de ces pots, sachant que le litre 
de confiture pèse autant que 1*25^ d'eau. 

Désignons par x le nombre de pots demandé, et disposons vis-à-vis 
i'une de l'autre les qualités qui s'équivalent : 

a; pots 5*32 kg. de groseilles; 



7 kg. de groseilles 
1 kg. de jus . . 
152 kg. de mélange 
l'25 kg. de confiture 
0*149 litre . . . 



4 kg. de jus; 
2 kg. de mélange ; 
149 kg. de confiture; 
1 litre de confiture ; 



1 pot. 

Egalant les produits de cette double suite de quantités équivalentes, on a 

« X 7 X 1 X 152 X 1*25 X 0*149 = 5*32 X 4 X 2 X 149 X I X 1, 

<ioù 

5*32 X 4 X 2 X 149 



X = 



7 X 152 X"l*25 X 0-149 



= 32 pots. 



CHAPITRE VI 

621. On appelle solutions rétrogrades celles dans lesquelles on part 
<iu résultat final de plusieurs opérations successives pour remonter, de 
proche en proche, au nombre primitif inconnu. 
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622. Pkoblème 25. Trouver un nombre tel que, si on en retranche 8, 
qu*on multiplie le reste par 9, quon ajoute 10 au produit et qu*on divise 
la somme par 11, /e quotient soit 59. 

Avant de diviser par 11, on a 59 X H = 649; avant d'ajouter 10, 
649 — 10 = 639; avant de multiplier par 9, 639 : 9 = 71, et avant de 
retrancher 8, 71 + 8 = 79. 

Le nombre cherché est 79. 

628. Problème 26. Une marchande d'œufs vend la moitié de ses 
œtifs, plus îiw demi'Ceuf; puis les deux tiers du reste, plus un tiers d'oeuf; 
puis les trois quarts du nouveau reste, plus un quart iœuf. Comme il lui 
reste encore 9 oeufs après cette troisième vente, on demande combien d'oeufs 
elle avait d'abord. 

Les 9 œufs que la marchande a encore, augmentés d'un quart d'oeuf, 
sont le quart de ce qui lui restait avant la troisième vente : elle avait donc 
alors 9J X 4 = 37 œufs. 

Ces 37 œufs, augmentés d'un tiers d'œuf, sont le tiers de ce qui restait 

à la marchande avant la deuxième vente : elle avait donc alors 37^ X S- 
= 112 œufs. 

Ces 112 œufs, augmentés d'un demi-œuf, sont la moitié de ce qu'avait la 

marchande avant la première vente : elle avait donc 11 2^ X 2 = 225 œufs. 

624. Problème 27. Trois voleurs ayant pris une bourse remplie 
d'écus, le plus fort prend 13 écus et les deux autres chacun une somme 
différente. Ils conviennent ensuite que celui qui a pris le plus, double aux 
deux autres le nombre de leurs écus, et que successivement le deuxième 
et te troisième en agissent de même à Végard des deux autres. Chaque 
voleur se trouve alors avoir la même somme. Trouver combien contenait 
la bourse et ce que chaque voleur avait pris d'abord. 
Après que le troisième voleur a eu doublé la part des deux autres,. 

chaque voleur s'est trouvé avoir le | de la bourse. 

Avant que le troisième voleur n'eût doublé la part des 
deux autres, le premier et le deuxième voleur n'avaient 
chacun que le ^ de la bourse; ils avaient ensemble les | 
de la bourse, et le troisième en avait les |. 
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Avant que le deuxième voleur n'eût doublé la part des deux autres, le 
premier voleur n'avait que le -^ de la bourse; le troisième en avait les —,, 
et le deuxième les ^. 

Avant que le premier voleur n'eût doublé la part des deux autres, le 
deuxième avait les ^ de la bourse, le troisième les ^, et le premier les ||. 

Mais, d'après l'énoncé, le premier voleur avait pris d'abord 13 écus. 

Les ~ de la bourse égalent donc 13 écus. Par suite, la bourse contenait 
24 écus, et les quatre voleurs avaient pris respectivement 13, 7 et 4 écus. 



CHAPITRE VII 

I^^EÉTHOIDE IDE I^A.XJSSB 3POSITION 

525. La méthode de fausse position, ou méthode des hypothèses^ 
consiste à attribuer à l'inconnue d'un problème des valeurs arbitraires,, 
à faire sur ces valeurs les opérations indiquées par l'énoncé, et à 
comparer les résultats obtenus à celui qu'on devrait obtenir, afin d'en 
déduire la correction à faire subir aux valeurs supposées pour avoir la 
vraie valeur de l'inconnue. 

Cette niéthode, peu élégante, mais très générale, suppose que les 
variations des erreurs sont proportionnelles aux variations des valeurs 
attribuées à Vinconnue, 

526. Problème 28. Former la longueur du mètre avec 30 pièces 
d'argent, les unes de cinq francs, les autres de deux francs. Les pièces 
de cinq francs ont un diamètre de 37"""* et les pièces de deux francs un 
diamètre de 27™™. 

Si Von employait 30 pièces de cinq francs, la longueur obtenue serait 
de 37 X 30 = 1110™™, soit 110™™ en trop. 

Or, chaque fois quon remplace une pièce de cinq francs par une 
pièce de deux francs, cet excès diminue de 37 — 27 = 10™™. 

Pour rendre l'excès nul, il faut donc remplacer 110 : 10 = 11 pièces^ 
de cinq francs par autant de pièces de deux francs. 

On prendra 11 pièces de deuxfrancs et 30 — 11 = 19 pièces de cinq francs. 
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On résoudrait d'une manière semblable les problèmes suivants : 
Payer 100^ avec 23 pièces d'argent, les unes de 5^ et les autres de 2^ 
Partager le nombre 100 en deux parties telles que, si Von divise Uune 
par 7 et Vautre par 41, la somme de^ quotietits soit égale à 12 (509). 

627. Problème 29. L'âge d'un père est le septuple de celui de son 
fils; dans 8 ans, il n'en sera plus que le triple. Trouver Vâge du père et 
celui du fils. 

Supposons que le fils ait 12 ans. Le père en a sept fois autant ou 84. 
Dans 8 ans, le fils aura 12 + 8 ou 20 ans, et le père en aura 84 -f 8 
ou 92, tandis qu'il ne devrait en avoir que 3 fois 20 ou 60. Erreur en 
trop : 92 — 60 = 32 ans. 

Supposons que le fils ait ll'a;w. Le père en a sept fois autant ou 77. 
Dans 8 ans, le fils aura 11 + 8 ou 19 ans, et le père en aura 77 + S 
ou 85, tandis qu'il ne devrait en avoir que 3 fois 19 ou 57. Erreur eu 
trop : 85 — 57 = 28 ans. 

Supposons que le fils ait 10 ans. Le père en a sept fois autant ou 70. 
Dans 8 ans, le fils aura 10 + 8 ou 18 ans, et le père en aura 70 4- 8 
ou 78, tandis qu'il ne devrait en avoir que 3 fois 18 ou 54. Erreur en 
trop : 78 — 54 = 24 ans. 

Ainsi, suivant que l'on suppose que le fils a 12, 11 ou 10 ans, il y a 
une erreur en trop de 32, 28 ou 24 ans; c'est-à-dire chaque fois que Von 
diminue d'un an Vâge du fils, Verreur en trop diminue de 4 a7is. Pour 
que l'erreur en trop de 32 ans disparaisse, il faut donc diminuer l'âge 
supposé de 12 ans de 32 : 4 = 8 ans. 

Donc le fils a 12 — 8 = 4 ans, et le père a 4 X 7 = 28 ans. 

628. Problème 30. Trouver un nombre tel que si on le inultiplie 
par 4, qu'on ajoute i^ au produit, qu'on divise la somme par 3, qu'on 
ajoute 27 au quotient, qu'on divise la somme par 2 et qu'on retranche 
10 dtt quotient, on retrouve le nombre primitif. 

Si l'on fait les opérations indiquées sur les nombres supposés 1, 2, 3, 
on trouve, pour le résultat final, respectivement 6^, 7|, 7|, au lieu 
de 1, 2, 3 : l'erreur en trop est respectivement de 5|, 5|, 4|. 
. Or la différence entre 5| et 5| est \, et la différence entre 5| et 4| est aussi |. 
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Ainsi, pour chaque unité que Ton ajoute au nombre i, terreur 5| 
diminue de |. Pour que toute Terreur disparaisse, il faut donc ajouter, au 
nombre 1, 5| : | = 16J. Donc le nombre cherché est 1 + 16| ou 17|. 

*628. Problème 31. Un père partage son héritage entre ses enfants 
de la manière suivante : le premier prendra 1000^ et le yô à>u reste; le 
deuxième, 2000^ et le j^ du reste; le troisième, 3000' et le ^ô ^^ reste, 
et ainsi de suite. Il arrive que l'héritage est entièrement partagé et que 
les enfants ont reçu des parts égales. On demande la valeur de l'héritage, 
le nombre des enfants et la part de chacun d'eux. 

On suppose successivement que la somme à partager soit de 100000 ^ 
de 99000^ de 98000^ et on trouve que les deux premières parts, au lieu 
d'être égales, diffèrent respectivement de 190^, de 180^ de 170^. 

Ainsi, chaque fois que Von diminue de 1000^ la somme à partager, 
la différence des deux premières parts diminue de 10^ Pour que cette 
différence devienne nulle, il faut donc diminuer la somme de 100000^ de 
190 : 10 ou 19 fois 1000^ ou '19000^ Par suite, la somme à partager est 
iOOOOO — 19000 = 81 OOOf. 

L'héritage monte à 81000^; chaque enfant a reçu 9000^ et il y avait 
9 enfants. 

On peut encore résoudre le môme problème comme il suit : 
L'avant-dernier des enfants prend un certain nombre de fois iOOO^, plus 
le -^ du reste. Le dernier prend 1000' de plus que n'a d'abord pris 
l'avant-dernier. Comme il ne reste alors plus rien, et que tous les enfants 
ont reçu la même part, le j^ du reste, pris par l'avant-dernier enfant, 
égale donc ^000^ Par suite, ce reste égale 10000^ et, comme la part du 
dernier enfant égale les ^ du même reste, le dernier enfant a donc eu 9000^. 
On conclut de là qu'il y avait 9 enfants, qui ont reçu chacun 9000^ 

*680. Problème 32. La somme de deux nombres est S| et leur pro- 
duit est 8|. Quels sont ces deux nombres f 

Soit 1 le premier nombre; le second sera 4*, et le produit des deux 
nombres sera 4J au lieu d'être 8|. Différence en moins : 3|. 
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Soit 2 le premier nombre; le second sera 3|, et le produit des deux 
nombres sera 7J au lieu d'ôtre 8J. Différence en moins : f. 

Soit 3 le premier nombre; le second sera 2|, et le produit des deux 
nombres sera 8J au lieu d'être 8|. Différence en trop : |. 

Or, de 3| en moins à | en moins, la variation est de 3| — | = ^,. 
tandis que de | en moins à | en trop la variation est de | + | = |. 

La méthode des hypothèses n*est donc pas applicable au problème proposé. 

On verra plus loin comment on peut résoudre cette question (656). 



CHAPITRE VIII 

631. Partager un nombre en parties proportionnelles à des nombres 
donnés, c'est le partager en parties dont chacune soit d'autant plus grande 
ou plus petite que le nombre correspondant est plus grand ou plus petit; 
ou, en d'autres termes, c'est le partager en parties dont les rapports à ces 
nombres soient égaux entre eux. 

Partager un nombre en parties inversement proportionnelles à des 
nombres donnés, c'est le partager en parties dont chacune soit d'autant 
plus grande ou plus petite que le nombre correspondant est plus petit ou 
plus grand; ou, ce qui revient au même, c'est le partager en parties pro- 
portionnelles aux inverses des nombres donnés (538). 

On peut, sans changer la grandeur des parties du nombre à partager, 
multiplier ou diviser les nombres donnés par un môme nombre. 

632. Problème 33. Partager le nombre 700 en parties proportionnelles 
aux nombres 9, 12, 14. 

Si l'on appelle x, y, z les trois parties, on a 

X y z 

9'~'Î2"~14' 

ou, en faisant la somme des numérateurs et celle des dénominateurs (384»r 

X __ y z X + y -^ z 

9 "" Î2 "~ Ï4 ■*" 9 + 12 + 14' 
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ou, en remplaçant la somme x + y + z par 700, 

X y_ _ ^ _ '^^0 

9 "~ 12 ~" Î4 "■ ^' 
d'où 

^ = m X 9 = 180, 2/ = ^ X 12 = 240, 2 = ^ X 14 = 280. 

On peut dire encore : 

Sur 9 + 12 + 14 ou 35 unités, il y en a 9 pour la première partie, 
d2 pour la deuxième et 14 pour la troisième. 

Sur 1 unité, il y a 3S fois moins pour chaque partie, ou — pour la 
première, ^ pour la deuxième et ^ pour la troisième. 

Enfin, sur 700 unités, il y a 700 fois plus pour chaque partie, ou 

Pour la première partie • . . ^ X 700 = 180 ; 
Pour la deuxième partie . . . |fx 700 = 240; 
Pour la troisième partie . . . ii X 700 = 280. 

En général, pour partager un nombre en parties proportionnelles à des 
nombres donnés, on le divise par la somme de ces nombres, et on multiplie 
le quotient par chacun des mêmes nombres. 

583. Problème 34. Partager le nombre 777 en parties proportionnelles 
aux nombres 1{, 3|, 5f|. 

Si l'on appelle x, y, % les trois parties, on a 

X y_ ^ 

ou, en multipliant les conséquents par le commun dénominateur 24, 

X y z 

30 — 87 "" Î42' 
d où (532) 

^ = IHX 30 = 90, i/ = |i|X 87 = 261, ^ = ||i X 142 = 428. 

634. Problème 35. Partager le nombre 531 en quatre parties telles 
que la première soit à la seconde comme 2 e^t à 3, à îa troisième comme 
4 est à b, et à la quatrième comme 6 est à 1. 
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Si l'on appelle x, y, z, u les quatre parties, on a 
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X y z u 

Ï2 ~ T8 "■ ï"8 "" Ï4' 

d'où (532) 

a; = ^ X 12 = 108, î/ = m X 18 = 162, 

z ==^X ïo = 135, w = W X ï^ = 126. 

636. Problème 36. Partager le nombre 630 en quatre parties telks 
que la première soit à la deuxième comme 2 e^i à 3, la deuxième à l4 
troisième comme A est à o, la troisième à la quatrième comme 6 est à 7. 

Si Ton appelle Xy y, z, u les quatre parties, on a 

X y y z z u 

2 ""3' 4""B' 6~"7' 

ou, en réduisant les deux rapports %.•> | au môme dénominateur 12, 

X y y z z u x y z z u 

8 ""12' Î2~~Î5' 6 ""7' ^" 8~'Ï2~"r5' l'^ T 

OU, en réduisant les deux rapports j^j ^ au même dénominateur 30, 

x^ y z z u X y z u 

i6"~24~'3Ô' 3Ô"~3B' ^^ 16 "~ 24 ~ 30 ~" S'B' 

d'où (532) 

^ = ffl X 16 « 96, 2/ = fff X 24 = 144, 
;s = «30 X 30 = 180, î^ = fff X 35 = 210. 

536. Problème 37. Trois personnes ont gagné 3600^ dans une entre- 
prise. Calculer la fart de bénéfice qui revient à chacune, sachant que lu 
première avait engagé 5000^, la seconde 6000^ et lu troisième 7000^ 
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Lorsque plusieurs personnes s'associent pour une même entreprise, on 
convient généralement que la part de gain ou de perte de chaque associé 
sera proportionnelle à sa mise. 

Il suffit donc, pour résoudre le problème, de partager le bénéfice de 
3600f proportionnellement aux mises 5000^, 6000^, 7000^, ou, plus 
simplement, proportionnellement aux nombres 5, 6, 7. 

On trouve qu'il revient 1000^ à la première personne, 1200^ à la 
seconde et 1400' à la troisième. 

On peut dire encore : 

La somme des mises est 18000^ et ces 18000^ de mise ont produit 
3600' de bénéfice; 4' de mise a donc produit 18000 fois moins, ou 
^llô'; et 5000^ 6000^ 7000' de mise ont produit respectivement 
SOOO fois, 6000 fois, 7000 fois plus, ou . 

3600' 



18000 

3600' 
18000 

3600' 
18000 



X 5000 =- 1000^ 
X 6000 = 1200', 



X 7000 = 1400' 0. 



*687. Problème 38. Trois cantons doivent fournir un contingent de 
W""! soldats, La population du premier canton est de 36914 habitants, celle 
du second de 25847 habitants et celle du troisième de 42503 habitants. 
On demande de répartir le contingent d'après la population, aussi équita- 
hlement que possible, 

[*) Dans certains problèmes de société, on suppose que les mises ne sont pas restées 
pendant le même temps dans la société, et on admet, pour résoudre ces problèmes, que les 
parts dans le bénéfice ou la perte sont proportionnelles aux temps, comme elles le sont aux 
mises. Mais il faut bien avouer, dit Garcet, que ces sortes de questions ne peuvent avoir 
aucune application dans la vie commerciale. H n'est guère admissible, en effet, qu'une personne 
qui entre, avec une certaine mise, dans une société déjà formée, participe aux bénéfices ou 
aux pertes qui ont pu se produire avant son admission; et il n'est pas plus rationnel qu'une 
personne, qui se relire de la société, participe, après son départ, aux bénéfices et aux pertes 
qui pourront se réaliser. 

Jean Harroy, dans son Traité d'Arithmétique, publié à Liège en 1740, avait déjà fait la même 
remarque. « Ayant vu, di(-il, que, dans ces sortes de questions, les opérations sont fondées 
sur des principes si destitués de raisons solides, je me suis toujours exempté d'en proposer 
à mes écoliers. » 
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Si Ton partage le nombre 112 en parties proportionnelles aux nombres 
d'habitants des trois cantons, on trouve 

Pour le premier canton. . . . 39'276; 
Pour le deuxième canton. . . 27*501; 
Pour le troisième canton. . . 4o'223. 

La répartition ne pouvant être faite qu'en nombres entiers, on deman- 
dera au premier canton 39 hommes, au deuxième 27, au troisième 45, 
en tout 111 hommes, et il restera un homme à demander en plus à l'un 
des trois cantons. 

Si l'on attribue cet homme de plus au premier canton, l'augmentation 
éprouvée par ce canton sera 0*724, et l'augmentation éprouvée par chacun 
de ses habitants sera 0*724 : 36914 = 0*0000196. 

Si on l'attribue au deuxième canton, l'augmentation éprouvée par ce 
canton sera 0*499, et l'augmentation éprouvée par chacun de ses habitants 
sera 0*499 : 25847 = 0*0000193. 

Enfin, si on l'attribue au troisième canton, l'augmentation éprouvée 
par ce canton sera 0*777, et l'augmentation éprouvée par chacun de ses 
habitants sera 0*777 : 42503 = 0*0000183. 

L'augmentation relative la plus petite est pour les habitants du troisième 
canton. On demandera donc 39 hommes au premier canton, 27 au 
deuxième et 46 au troisième. 

638. Problème 39. Partager 46 oranges entre trois enfants^ en 
raison inverse de leurs âges. Le premier a 8 ans, le second 9 ans et le 
troisième 12 ans. 

Supposons que, l'âge d'un enfant étant 1 an, sa part soit représentée 
par 1 ; si l'âge de l'enfant est de 8 ans, 9 ans, 12 ans, sa part sera respec- 
tivement 8 fois, 9 fois, 12 fois plus petite (531), ou égale à |, \, -^. La 
question revient donc à partager 46 oranges proportionnellement aux 
nombres |, ^, ^, ou, en multipliant ces fractions- par leur commun déno- 
minateur 72, proportionnellement aux nombres 9, 8, 6. 

On trouve (532) qu'il faut donner 18 oranges au premier enfant, 16 au 
deuxième et 12 au troisième. 
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On voit qu «M lieu de partager un nombre en 'parties inversement pro- 
portionnelles à des nombres donnés, il revient au même de le partager en 
'parties proportionnelles aux inverses de ces nombres. 

639. Problème 40. Partager une gratification de 520^ entre deux 
employés, en raison directe du nombre de leurs enfants et du nombre de leurs 
années de service, et en raison inverse du chiffre de leurs appointements. 
Le premier a 6 enfants, 15 années de service et 1800^ d'appointements; le 
second a 4 enfants, 12 années de service et 1600' d'appointements. 

Supposons que, le nombre des enfants étant 1 , le temps de service 1 an 
et le traitement 1', la part de gratification soit représentée par 1. 

Si le nombre des enfants est 6, le temps de service 1 an et le traitement V, 
la part sera 6 fois plus grande, ou égale à 6. 

Si le nombre des enfants est 6, le temps de service 15 ans et le trai- 
tement 1', la part sera 15 fois plus grande, ou égale à 6 X 15. 

Enfin, si le nombre des enfants est 6, le temps de service 15 ans et le 



6X15 



traitement 1800^ la part sera 1800 fois plus petite, ou égale à jg^^ . 

De môme, si le nombre des enfants est 4, le temps de service 12 ans et 
le traitement 1600', la part de gratification sera égale à ifo^. 

La question revient donc à partager 520' proportionnellement aux nombres 
TfoT^t^jj^, ou, plus simplement, proportionnellement aux nombres 5 et 3. 

On trouve qu'il faut donner 325' au premier employé et 195' au second. 

On voit que, pour partager un nombre en parties proportionnelles à 
flusieurs séries de nombres donnés et inversement proportionnelles à 
Vautres séries de nombres donnés, il suffit de le partager en parties pro- 
portionnelles aux quotients obtenus en divisant les produits des premiers 
nombres respectivement par les produits des seconds. 

*640. Problème 41. Calculer les dimensions d'un parallélépipède 
Tectangle, sachant qu'elles sont proportionnelles aux nombres ^, 1, 9 et 
^uc le volume de ce parallélépipède est de 8505 centimètres cubes. 

Soient, en centimètres, x, y, % les trois dimensions du parallélépipède; 
son volume sera xg%, ou 8505 centimètres cubes. On a 

X y % . 

5~7""9' 

2-2 
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ou, en observant que chacune de ces trois fractions est égale à la racine 
cubique de leur produit, 

3 3 

d où X = 15^*", 2/ = 21^", z = 27""'. 

*641. Problème 42. Calculej* les dimensions d'un parallélépipèés 
rectangle, sachant quelles sont proportionnelles aux nombres 5, 1,9 et 
que la surface totale de ce parallélépipède est de 2574 centimètres currés. 

Soient, en centimètres, x, y, ^ les trois dimensions du parallélépipède; 
sa surface totale sera 2xy + ^x% H- ^yz, ou 2574 centimètres carrés. On a 

X y z 

5 ~"7""9' 

d'où, en faisant les produits deux à deux de ces fractions égales, 

xy X2 yz xy -\- xz '\- yz 4287 ^ 

35 ~ 45 "~" 63 "" 35"TT5"n33 ~ T43 "" ' 

ou. en observant que le produit de deux fractions égales est égal au carré 
de chacune de ces fractions, 

(I)'- (?)"- «)■- ». 

d où, en extrayant la racine carrée, 

5"~7""9"" ' 

d'où x = 15"^'", y = 2^'", 3; = 27^"^. 



CHAPITRE IX 

542. On appelle, en général, moyenne entre plusieurs nombres, un 
nombie compris entre le plus grand et le plus petit de ces nombres. 
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Ainsi, quand on ajoute terme à terme plusieurs fractions inégales, la 
fraction obtenue est une moyenne entre la plus grande et la plus petite 
des fractions données (384). 

En particulier, on appelle moyenne arithmétique, ou, simplement, 
moyenne de m nombres, le nombre que l'on obtient en divisant par m la 
somme de ces nombres. Ainsi la moyenne arithmétique des cinq nombres 
4*8, 5, 5'4, 7'5, 8 est 

4'8 + 5 + 5-4 + 7-5 + 8 



5 



= 614 n. 



Les moyennes sont d'un usage fréquent dans les statistiques et les 
sciences d'observation. 

*643. Problème 43. On a mesuré trois fois la hauteur d'une montagne. 
On a trouvé, la prrmièrefois, 4160™; la seconde fois, 4145™; la troisième 
fois, 4154™. Calculer la hauteur probable de cette montagne : i^ en 
supposant que les trois mesures aient été effectuées avec le même soin; 
2® en admettant que Von attribue à la seconde mesure le tiers et à la 
troisième le double du poids que Von accorde à la première. 

On a, pour hauteur probable de la montagne, dans le premier cas, 

4160 + 4U8 + 4154 _ ^^^ ^ m + i^ + U _ ^^^^^ 

et, dans le second cas, 

UmA_+ 414 8.1 + 41S4.2 _ 60.1 +45.| + 54.2 _ 

1 + J + 2 *^"" ^ 1 + J + 2 *'"* ^ ■ 

. (*) La moyenne géométrique de m nombres est la racine m" du produit de ces nombres. 
Ainsi la moyenne géométrique des cinq nombres 4*8, 5, 5*4, 7*5, 8 est 

l^ 4-8 X 5 X 5-4 X l-S X 8 = 6. 

La moyenne harmonique de m nombres est le nombre dont l'inverse est la me partie 
le la somme des inverses de ces nombres. Ainsi la moyenne harmonique des cinq nombres 

f'8, 5, 5-4, T5, 8 est 

^ • VF8 "*" B "^ 5-4 ■*" T5 "+■ 8/ "" *"• 

La moyenne arithmétique de plusieurs nombres est plus grande que leur moyenne géomé- 
rique, et celle-ci est plus grande que leur moyenne harmonique. 
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CHAPITRE X 

644. On appelle alliage le résultat de la combinaison ou mélange 
opéré par la fusion de deux ou de plusieurs métaux. 

Les alliages sont, en général, plus durs que les métaux qui les 
composent; c'est pourquoi, dans la bijouterie et la fabrication des mon- 
naies, on allie l'or et l'argent avec un peu de cuivre. 

On appelle liiigot tout morceau de métal fondu, pur ou allié, qui n'est 
ni ouvragé ni monnayé. 

On peut considérer trois choses dans les alliages et dans les mélai^ 
en général, savoir : les quantités des diverses substances que l'on allie ou 
que l'on mélange, le prix de ces substances et le prix de l'alliage ou du 
mélange. 

Les problèmes de mélange et d'alliage ont pour objet la recherche de l'une 
quelconque de ces choses, quand on a certaines données sur les autres. 

On suppose, à moins d'indication contraire, que le volume de l'alliage 
ou du mélange est égal à la somme des volumes des substances alliées ou 
mélangées. 

646. Problème 44. On mélange 50 litres de vin à 0*45' le litre avec 
4 litres à 0*60' et 32 titrés à 0*70'. Quel est le prix du litre du mélangef 

50 litres à 0*45' valent 0*45' X 50 = 22*50^. 

4 litres à 0*60^ valent 0*60' X 4 = 2*40'. 

32 litres à 0*70' valent 0*70' X 32 = 22*40^. 

Les 86 litres du mélange valent donc 47*30', et un litre du mélange 

vaut 47*30' : 86 = 0*55'. 

646. Problème 45. Le bronze des cloches contient 78 parties d$ 
cuivre et 22 d'étain. Le kilogramme de cuivre coûte 2*95' et le kilogramtnf 
d'étain 3*15'. Quelle est la dépense pour le inétal d'une cloche de iOÛO*' 
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Une cloche de 1000'' renferme 180^ de cuivre et SâO*' d'étain; la dépense 
pour le métal sera donc 

2*95^780 + 345^220 = 2301^ + 693^ = 2994^ 

647. Problème 46. Dans quelle proportion faut-il mélanger du vin à 
0*65^ le litre avec du vin à 0'90^joowr obtenir du vin à 0*80'? 

En vendant le premier vin à 0*80^, on gagnerait 0*15^ par litre, et, en 
vendant le second vin à 0*80^ on perdrait 0*10^ par litre. 

Si donc on vendait à 0*80^ 10 litres du premier vin et 15 litres du second, 
on gagnerait, d'une part, 10 fois 0*15^ et on perdrait, de l'autre, 
15 fols O'IO^ : il y aurait ainsi compensation entre le gain et la perte. 

On prendra donc, pour faire le mélange demandé, 10 litres du premier 
vin sur 15 litres du second, ou, plus simplement, 2 litres du premier sur 
3 du second. 

On voit que les quantités cherchées sont inversement proportionnelles 
aux différences des prix de chaque substance au prix moyen, 

648. Problème 47. Faire du vin à 0*80^ le litre avec du vin à 1*10^, 
à V, à O'W, à 0'75', à O'W et à 0"60^ le litre. 

Ce problème est indéterminé, c'est-à-dire qu'il admet une infinité de 
solutions. On peut avoir une solution de la manière suivante : 

Les différences des prix supérieurs au prix moyen sont : 0*30^ 0*20^ 
0"10^; total, 0*60^ Les différences des prix inférieurs au prix moyen sont : 
0'05^ O'IO^ 0*20^; total, 0*35'. Pour faire le mélange demandé, on 
peut donc prendre 35 litres de chacune des trois qualités supérieures sur 
60 litres de chacune des trois qualités inférieures (547). 

*0n peut avoir trente-six autres solutions de la manière suivante : 

Ayant disposé, comme on le 
voit ci-contre, d'une part, les 
trois prix supérieurs, dans un 
ordre quelconque, at, de l'autre, 
les trois prix inférieurs, aussi dans 
un ordre quelconque, on écrit, 
vis-à-vis des prix supérieurs, 
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les trois différences des prix inférieurs au prix moyen, et, vis-à-vis des 
prix inférieurs, les trois différences des prix supérieurs au prix moyen : 
les nombres écrits vis-à-vis des prix des différents vins indiquent dans 
quelles proportions on peut prendre de ces vins pour faire le mélange 
demandé. 

En adoptant, par exemple, la disposition ci-dessus, on trouve qu'on peut 
prendre 5 litres de la première qualité, 10 de la deuxième, 20 delà 
troisième, 30 de la quatrième, 20 de la cinquième et 10 de la sixième. 

En effet, en mêlant 5 litres de la première qualité avec 30 litres de la 
quatrième, 10 litres de la deuxième avec 20 litres de la cinquième, et 
20 litres de la troisième avec 10 litres de la sixième, on forme trois 
mélanges partiels, chacun à 0*80^ le litre (547) : tel est donc aussi le prix 
du litre du mélange total. 

On obtient autant d'autres solutions qu'on le veut en multipliant ou en 
divisant par un même nombre deux différences correspondantes. 

On trouve, par exemple, qu'on peut prendre 1 litre de la première 
qualité, 1 de la deuxième, 2 de la troisième, 6 de la quatrième, 2 de la 
cinquième et 1 de la sixième. 

Si les prix supérieurs et les prix inférieurs n'étaient pas en nombre 
égal, on les ramènerait à un môme nombre en écrivant plusieurs fois l'un 
des prix qui seraient en nombre moindre. 

649. Problème 48. Un négociant a deux qualités de café : quand il 
les mélange dans le rapport de S à ^, le kilogramme vaut 2*79'; quand il 
les mélange dans le l'apport de b à i, le kilogramme vaut 2*75^ Trouver 
le prix du kilogramme de chaque qualité. 

On observe que Z^ du premier café plus 2'' du second valent 5 fois 2'7y, 
ou 13*98^ et que ^'^.du premier café plus 4*^ du second valent 9 fois 2'75^ 
ou 24*75^; puis on achève la solution par la méthode de réduction au 
même coefficient (508). 

On trouve que le kilogramme du premier café vaut 3*15^ et le kilo- 
gramme du second café 2'25^ 
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CHAPITRE XI 

550. On appelle litige d'un alliage d*or ou d'argent le rapport du 
poids de l'or ou de l'argent au poids total de l'alliage. 

On exprime ordinairement le titre en millièmes (452, 447, 455, 462). 

On dit, par exemple, qu'un alliage d'argent est au titre de 0'900, lors- 
qu'il renferme les 0'900 de son poids d'argent; ou, en d'autres termes, 
lorsque, sur 1000 parties de son poids, il en renferme 900 de métal fin ou 
d'argent, et 100 de métal vil ou commun. 

661. Problème 49. Quel est le titre d'un lingot qui contient 14'' â!or 
fin et ^^ de cuivre ? 

Le titre de ce lingot est le rapport du poids d'or fin qu'il contient ou 14*' 
. ^ son poids total ou 16^ ce titre est donc 14 : 16 = 0'875. 

On peut dire encore : 

Ce lingot renferme 14*^ d'or fin sur un poids total de 16*^ : il renferme 
<lonc les fl ou les 0*875 de son poids d'or fin, c'est-à-dire qu'il est au 
titre de 0*875. 

i 

662. Problème 50. Quel est le poids d'or fin contenu dans IG*" d'or 
^ titre de 0' 8181 

Ce poids est égal aux 0"87o de i6\ ou à lO'^ X 0'875 = 14^ 

663. Problème 51. Quel est le poids total d'un lingot y au titre de 
[^*875, qui renferme \A^ d'or fin? 

Les 14'' d'or fin sont les i^^ du poids total; le .-j^ du poids total égale 

A 14'' 14'' X 1000 

875' ®* ^® P^^^^ *^^^^ ^^^^^ 875 ^ ^^^' 

On peut dire encore : 

Chaque kilogramme du lingot renferme 0*875'' d'or fin. Puisque le 
lingot renferme 14'' d'or fin, il pèse autant de kilogrammes que 0*875'' 
d'or fin sont contenus de fois dans 14'' d'or fin, ou 14 : 0*875 = 16'' 
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664. On voit : 

l'* Que le titre (Tun alliage est égal au poids de métal fin qu'il renferme 
divisé par son poids total ; 

2® Que le poids de métal fin est égal au poids total multiplié par le titre; 
3** Que le poids total est égal au poids de métal fin divisé par le litige (*). 

666. Problème 52. On fond ensemble trois lingots d'or, Vnn de 8S 
au titre de 0'859, Vautre de 10'', au titre de 0'8H, et le troisième de ^'y 
au titre de 0'923. On demande quel sera le titre de l'alliage. 

8"^ d'or au titre de 0'859 renferment S'' X 0'859 -= 6 '872'^ d'or fin. 

10'' d or au titre de 0*811 renferment JO'' X 0'811 = 8'110'' d'or fin. 

6'' d'or au titre de 0*923 renferment 6»^ X 0*923 = 5*538'^ d'or fin 

Les 24"* de l'alliage renferment donc 20*520'' d'or fin, et, par suite 

le titre de cet alliage est 20*520 : 24 = 0*855. 

666. Problème 53. Quelle quantité faut-il prendre de deux, linp^ 
d'or, l'un au titre de 0*925 et l'autre au titre de 0*840, pour former ni 
alliage de 51'' d'or au titre de 0*900? 

Le titre du premier or est en excès sur le titre à obtenir de 0*025, etfe 
titre du second or est en défaut sur le titre à obtenir de 0*060. 

L'alliage devant être fait de manière que Xexcès compense le rfefaul 
on prendra 60'' du premier or sur 25"^ du second. 

Ainsi, sur 60 -I- 25 ou 85" de l'alliage, il y a 60" du premier linge 

et 25" du second lingot. 

60" 25" 

Sur 1" de l'alliage, il y a ^ du premier lingot et ^c du second lingot 

60" 
Enfin, sur 51" de l'alliage, il y a ôk X 51 = 36" du premier lingfl 

25" 
et ^ X 51 = 15'' du second lingot. 

667. Problème 54. La pièce d'argent de cinq francs est au titr^ 
de 0*900, et son poids est de 25«, avec une tolérance en dehors ou en deda^ 

{*) Si Ton appelle P le poids total d'un alliage, p le poids de métal fin qu'il renferme, et 
son titre, on a 

T = f , P = PT, P = ^. 



i 
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de 2 millièmes sur le titre et de 3 millièmes sur le poids. Quel est le 
titre le plus fort et le titre le plus faible, le poids le plus fort et le poids 
le plus faible de la pièce de cinq francs ? 

1^ Le titre droit étant de 0*900 et la tolérance de 2 millièmes en dehors 
ou en dedans, c est-à-dire en plus ou en moins, le titre le plus fort de la 
pièce de cinq francs est 0*900 + 0*002 = 0*902, et son titre le plus faible 
est 0*900 - 0*002 = 0*898. 

2^ Les 3 millièmes de 25» égalent 0*075«; le poids le plus fort de la 
pièce de cinq francs est donc 25« + 0*075» = 25'075«, et son poids le 
plus faible est 25» — 0*075« = 24*925». 

668, Problème 55. L'unité de monnaie étant le franc d'argent, au 
titre de 0*900, trouver la valeur réelle, ou aie pair, de la pièce d'argent 
d'un franc, qui est au titre de 0*835. 

1' de valeur nominale au titre de 0*900 a une valeur réelle de 1^ 
^ V » )) 0*001 )) j^f. 

V )) » 0*835 » ff|f. 

f La valeur au pair de la pièce d'argent d'un franc est fff ou 0'93^ 

I 

\ 569. Problème 56. ^^ d'argent monnayé, au titre de 0'900, valent V^ 
et l'or monnayé vaut, à poids égal et à titre égal, 15^ fois autant que 
l'argent. De plus, la retenue à opérer, pour frais de fabiHcation des 
monnaies d'or et d'argent, sur les matières versées au change, était fixée,, 
avant la suspension de lafrappe del'argenten 1876, àV^Q^ 'par kilogramme 
d'argent au titre de 0*900 et à 6*70^ par kilogramme d'or au même titre. 
Trouver : i° le prix d'un kilogramme d'or ou d'argent monnayé, au titre de 
0*900; 2° le prix, au change, d'un kilogramme d'or ou d'argent, au titre 
rfe 0*900; 3° le prix, au change, d'un kilogramme d'or ou ij! argent pur. 

l*» 5« d'argent monnayé, au titre de 0*900, valent 1^; 1» vaut 5 fois 
moins, ou 0*20^, et 1000», ou IS valent 1000 fois plus, ou 200'. 

1^ d'argent monnayé, au titre de 0*900, valant 200', l*' d'or monnayé, 
au même titre, vaut 15^ fois 200', ou 3100'. 

2° Le prix, au change, d'un kilogramme d'argent, au titre de 0*900» 
est 200^-- 1*50'= 198•50^ 
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Le prix, au change, d'un kilogramme d'or, au tilre de 0'90O, est 
3100^— 6•70^=3093•30^ 

3« 1»^ d'argent, au titre de 0'900, vaut, au change, 198'o0'; au titre 
de 0*001, il vaut 900 fois moins, ou ^^'; au litre de 1000 millièmes, 
il vaut 1000 fois plus, ou »-^Vô^' X 1^00 = 220|'. 

De môme, 1»^ d'or pur vaut, au change, ^""Hô^' X 1000 = 3437^ 

660. Problème 57. Le souverain d'or on livre sterling d'Angleterre 
est à la taille rft? 46|^ À la livre, au titre de fj. Quelle est la valeur 
au pair de cette pièce? La livre troy d'Angleterre vaut 373*242^. 

Appelant x la valeur, en francs, de la livre sterling, on a (516) : 



X francs . . . 
4G|| livres sterling . 
1 livre or monnayé 
1 livre or fin , . 
0*9 de gramme or fm 



1 livre sterling ; 
1 livre or monnayé ; 
W de livre or fin ; 
373*242 grammes or fin ; 

1 gramme or monnayé ; 
340 francs; 



1 gramme or monnayé 

d'où 

H X 373*242 X 3*10 _ ^^ 
^ ■" 4G|| X 0*9 - — 25 ZZ . 

661. Problème 58. A combien de deniers sterling d'or, au titre stan- 
dard ou légal de W, équivaut une once d argent, au titre standard ou légal 
de J-^, si Von estime à 15| le rapport de Vor à V argent? La livre sterling 
vaut 12 shillings de 12 pence ou deniers, et elle est à la taille de 46f| 
à la livre troy, au titre de\{. La livre troy vaxU 12 onces. 

Appelant x le nombre de deniers d'or à fî équivalent à une once 
d'argent à f^, on a (516) : 



x deniers sterling or à f 
12 onces argent à f|. . 

1 livre troy argent à |J 

1 livre troy argent fin . 
15^ livres troy argent à f| 

1 livre troy or à {^ . . 

1 livre sterling or à \\, 



1 once argent à H ; 
1 livre troy argent à fj ; 
fj livre troy argent fin; 
H livre troy argent à f|; 
1 livre troy or à |^ ; 
46|| livres sterling or à f|; 
240 deniers sterling or à f| ; 
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d'où 

__ Il X H X 4611 X 240 _ 207 4S9 _ 
^ ~ 12 X 151 - :^4ÎÔ- - ^0 «^«• 

Le pair monétaire de l'argent, équivalent au rapport 15][, est donc, 
en mesures anglaises, de 60*838 deniers d'or à f| pour une once d'argent 
à fj. On le prend habituellement égal à 60| deniers. 

682. Problème 59. Le pair monétaire de Vargeni étant de 60g deniers 
'par once standard, quel sera, au cours de 31 1 deniers, la valeur du yen 
du Japon, le poids de cette pièce étant de 26'9o6« et son titre de 0*9? 

La valeur, au pair, du yen est de 0*20' X 26*956 = 5*391 2^. 

Au cours de 31| deniers, cette valeur est réduite à 31J : 60|, ou à fff . 

Ace cours, la valeur du yen est donc de 5*3912^ X fff = 2*80^. 



CHAPITRE XII 

663. On appelle poids spécifique ou densité d'un corps le rapport du 
poids d'un certain volume de ce corps au poids d'un égal volume d'eau. 

Dire, par exemple, que le poids spécifique d'un corps est 7, c'est dire 
que ce corps, à volume égal, pèse 7 fois autant que l'eau. 

664, Problème 60. 6''™3 d'argent pèsent 63«. Quel est le poids spéci- 
fique de l'argent ? 

gcms d'argent pèsent 63«, et 6'^'"3 j'^au pèsent 6«. Or la densité d'un 
corps est le rapport du poids d'un volume quelconque de ce corps au poids 
d'un égal volume d'eau. Donc la densité de l'argent est 63 : 6 = 10*5- 

666. Problème 61. Le poids spécifique de Vargent est 10*5. Quel est 
U poids de B*'"'^ d'argent? 

{ms d'argent pèse 10*5«. Donc 6^""^ d'argent pèsent 6 fois 10*5», ou 
i0*5 X 6 = 63«. 

666. Problème 62. Le poids spécifique de l'argent est 10*5. Quel est 
le volume d'un lingot d'aj^gent pesant 63«? 

|cm3 d'argent pèse 10*5«. Donc 63« sont le poids d'autant de centimètres 
cubesd'argentque 10*5» sont contenus de fois dans 63», ou 63 : 10*5 = 6'""^. 
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667. On voit : 

1° Que la densité (Ciin corps est égale à son poids divisé par son volume; 

2" Que le poids d'un corps est égal à son volume multiplié par sa densité; 

3" Que le volume d'un corps est égal à son poids divisé par sa densité. 

Le poids est exprimé en grammes, en kilogrammes ou en tonnes, suivant 
que le volume est exprimé en centimètres cubes, en décimètres cubes ou 
en mètres cubes, et réciproquement (420) (*). 

668. Problème 63. Calculer le volume de la pièce d'argent de cinq 
francsy sachant que la densité de l'argent est 10*S et celle du cuivre 8*85. 

La pièce d'argent de 5^ pèse 25«, dont 22*S« d'argent fin et 2"5« de cuivre. 
Le volume de 22'5« d'argent est 22'5 : 10*5 = 2'143<"»3. 
Le volume de 2"5« de cuivre est 2'5 : 8*8o = 0'282<^"^^ 
En supposant que l'alliage se fasse sans contraction ni dilatation, le 
volume de la pièce d'argent de 5* est donc 2*143 + 0*282 = 2*425^°"^ 

669. Problème 64. L'argyrose ou sulfure d'argent se compose de 27 
parties d'argent et de 8 parties de soufre, La densité de l'argent est 10*5 
et celle du soufre 2*07. Trouver la densité de l'argyrose y en supposant que 
dans l'acte de la combinaison le volume subisse une contraction de \, 

Le volume de 27« d'argent est 27 : 10*5 = 2*571'^'"3. 

Le volume de 8« de soufre est 8 : 2*07 = 3*865<^"3. 

S'il n'y avait pas de contraction, le volume de la combinaison de 27* 
d'argent avec 8» de soufre serait 2*571 + 3*865 = 6*436*''"3 

Mais, puisqu'il y a contraction de ^, le volume de 35« d'argyrose n'est 
que les f de 6*436«'"3^ ou 6*436*^'"3 X | = 4*827<^«»3. 

Par suite, la densité de l'argyrose est 35 ; 4*827 = 7*25. 

570. Problème 65. La densité d'un corps étant 19{, quelle fraction de 
son poids ce corps perd-il dans l'eau ? On commît ce principe d'ÂRCHiMÈDE, 
qu'un corps y plongé dans un fluide ^ y perd une partie de son poids, égale 
au poids du fluide déplacé. 



{*) Si Ton appelle P le poids d'un corps, V son volume et D sa densité, on a 



P P 

D ^ -^, P = VD, V = -. 



f 
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* 

|cm3 du corps pèse 19|«; d'autre part, l^'"^ du corps déplace l'^"^ ou l» 
d'eau. La perte de poids dans Teau est donc de 1» sur 19j«, c'est-à-dire 
que le corps perd 1 : 19J ou les ^ de son poids. 

En général, tout corps, pesé dans Veau, y perd une partie de son poids, 
e^ale à l'inverse de sa densité. 

671. Problème 66. D'après YunvyE, la couronne de Hiéron, roi de 
Syracuse, pesait 20 livres; Archiméde trouva qu'elle perdait dans Veau 
i\ livide de son poids. Trouver le poids d'or et le poids d'argent qu'elle 
renfermait, sachant que la densité de l'or est 19j et celle de l'argent 10|. 

La densité de Tor étant 19j, une livre d'or perd, dans Teau, 
1» : 19{ = îS de livre (570). 

De même, une livre d'argent perd, dans l'eau, 1^ : 10| = ^ de livre. 

Cela étant, on dira, en employant la méthode de fausse position (525) : 

Si toute la couronne eût été d'or, elle aurait perdu, dans l'eau, ^ X 20 
= 1^ livre, c'est-à-dire 1^ — "^A = ^ de livre de moins qu'elle n'en 
perdait réellement. Or, chaque fois qu'on remplace une livre d'or par une 
livre d'argent, la perte de poids dans l'eau augmente de ^ — tï = iêï 
de livre. Donc la couronne renfermait autant de livres d'argent que ^ 
de livre sont contenus de fois dans ^ de livre, ou ^ : ^ = 4| livres. 

La couronne renfermait A\ livres d'argent et 15| livres d'or. 



CHAPITRE XIII 

I>XT T-A-ISTT FOXJH OEKTT OXJ FOXJR DMILiLE 

672. Il est d'usage, dans beaucoup de questions, de rapporter au 
nombre 100 ou 1000 les variations de certaines quantités. 

On évalue, par exemple, à tant pour cent les profits et les pertes, les 
réductions à faire sur les paiements ou sur le poids des marchandises, 
Jes droits de commission, l'intérêt, l'escompté, etc. 

Pour abréger, on écrit § ou ^ au lieu de pour cent et pour mille. 

Dans la résolution des problèmes de percentage, on observera qu'aug- 
menter un nombre de 5g, par exemple, c'est lui ajouter ses jf^, ou le 
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multiplier par r05; de même, diminuer un nombre de 5^, c'est en 
retrancher ses j^^, ou le multiplier par 0'95. 

Des pertes et des bénéfices. 

673, Problème 67. Un marchand paie 210^ pour 14™ de drap. 
Combien doit-il revendre le mètre pour avoir 12J de bénéfice? 

Ce qui a coûté 100^ doit être revendu 112'. 

Ce qui a coûté 1' doit être revendu 100 fois moins, ou 1*12'. 

Et ce qui a coûté 210^ doit être revendu 210 fois plus, ou 235*20'. 

Le marchand doit donc revendre le mètre 235*20' : 14 = IS'SC". 

674, Problème 68. £'n revendant un cheval pour 825', on gagne lOf 
sur le prix d'achat. Combien ce cheval avait-il coûté? Combien a-t-on 
gagné pour cent sur le prix de vente? 

1° Ce qu'on revend 110' a coûté 100'. 

Ce qu'on revend 1' a coûté 110 fois moins, ou {jf'. 

Et ce qu'on revend 825' a coûté 825 fois plus, ou loa^^-»»^ = 750^. 

Le cheval avait coûté 750*. 

2o Sur le prix de vente 825' on a gagné 825^ — 750^ = .75^. 

Sur 1' on a gagné ^'. 

Et sur 100' on a gagné ^8^,['-^ = 9^^'. 

On a gagné 9,\ l sur le prix de vente. 

676. Problème 69. Le filage du coton coûte les ^^ du prix du coton 
brut, et le filateur, en vendant ses produits, gagne 10§ sur le prix de 
revient. Le tissage coûte les j^ du prix d'achat du coton filé, et le manu- 
facturier se réserve à son tour un bénéfice de 15| sur le prix de revient, 
quand il cède l'étoffe au marchand. Enfin, ce dernier vend ses étoffes en 
gagnant 20J sur le prix d'achat en fabrique. On propose, d'après cela, de 
calculer ce que le consommateur paie pour une pièce de coton pesant i^^ 
en supposant que le quintal de coton brut coûte 50'. 

Le kilogramme du coton brut coûte 0*50*. 

Le kilogramme de coton filé coûte 0*50' X 1*9 = 0'95*, et il est vendu 
par le filateur 0*95' X 1*10 = 1*045^ 



— asi- 
le kilogramme de coton tissé coûte 1*045'^ X 1*8 == l'SSl^ et il est 
vendu par le manufacturier l'881^ X 1*15 = 2'16315^ 

Enfin, le marchand vend le kilogramme 2*1631 5» X 1*20 = 2•59578^ 
soit 2*60^ 

De la remise ou rabais ou escompte. 

676. Problème 70. Un libraire achète 78 volumes cotés 1*25', avec 
une remise de 15J et 13 pour 12. // les revend au prix marqué. Calculer 
ce quil a payé, et ce qu'il a gagné pour cent. 

Prix de 72 exemplaires à 1 '25' 90*00^ 

Remise de lof J3'5Q 

Somme payée par le libraire 76 '50 

Prix de la ven le de 78 exemplaires à 1*25^ 97*50 

Bénéfice du libraire 21*00 

Le libraire a gagné 21»" sur 76*50^ ou 27*45J. 

Prime ou perte sur l'or et l'argent. 

577. Sur le marché des métaux précieux, l'or se cote sur la base de 
3437^6 kilogramme pur, terme fixe, avec tant pour mille de prime ou de perte. 

De même, l'argent se cote sur la base de 218*89^ le kilogramme pur, 
terme fixe, avec tant pour mille de prime ou de perte. 
Le prix de Tor et de l'argent varie proportionnellement au titre. 

578. Problème 71. Calculer la valeur commeixiale ; 1" d'un lingot 
rf'or de 3*25'' , au titre de 0*840 ; 2° de la pièce d'argent roumaine de o leys^ 
du poids de 25«, au titre de 0*900. Le cours est de SASl^ pour Vor, avec 
H H déprime, et de M8'89^ pour l'argent, avec 284^ de perte. 

i' Prix de 3*25'' or à 0*840 : 3437' X 3*25 X 0*840 = 9383*01' 

Prime de 3^^ 32*84 

Valeur du lingot d'or 941 5 '85 

2* Prix de 25« argent à 0*900 : 218*89' X 0*025 X 0*9 = 4*925^ 

Perte de 284^ r399 

Valeur de la pièce de 5 leys 3*526 

Il reviendrait au même de faire porter sur le poids la prime ou la perte. 
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De la tare. 



679. On appelle foids brut le poids d'une marchandise avec ses 
emballages; poids net, le poids de la marchandise seule, et tare, la diffé- 
rence entre ces deux poids. 

On appelle refaction une diminution de poids ou de prix que le vendeur 
accorde à l'acheteur, parce que la marchandise n'est pas de l'espèce ou de 
la qualité convenue. 

Enfin, on appelle bon poids, don, surdon une bonification que le vendeur, 
négociant en gros, accorde à l'acheteur, négociant en détail, et qui consiste 
en ce que celui-ci reçoit un peu plus en poids ou en nombre que ce qu'on 
lui fait payer. 

La tare, la réfaction et le bon poids se calculent ordinairement à tant 
pour cent sur le poids brut des marchandises. 

680. Problème 72. Le !«' mai 1896, M. Martin, d'Anvers, a achett 
au comptant, à M. Simon, de la même ville, 20 barriques de riz de k 
Caroline, long grain, pesant brut 6250'', à Wles 50*^. Combien M. Martin 
a-t-ii payé? La tare est de 12§ et l'escompte de 2J. 

On trouve que M. Martin a payé 3880'80^ pour laquelle somme 
M. Simon lui aura remis facture acquittée, comme il suit : 



! 
ANVERS, 1« mai 4896. 

M. Martin doit à M. Simon, de cette ville, pour vente et livraison à lui 
faites de ce qui suit, payable au comptant : 


20 barriques riz Caroline long grain : 
Brut .... 6250»^ 
Tare 12-J . . . 750 

Net. .... 5500 à 36' les 50k 

Escompte 2j 

Pour acquit, 

Simon. 


3960 
79 


1 

00 \ 
20 


3880 


80 
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Des assurances. 

681. On entend par prime d'assurances la somme que Ton paie, chaque 
année, à une Compagnie qui répond des dommages que peuvent éprouver 
les marchandises, les bâtiments, les récoltes-, etc. La première année, on 
ajoule à cette somme le prix de la police, c'est-à-dire du contrat passé 
avec la Compagnie. 

682. Problème 73. Une maison est assurée cœitre Vmcendie pour 
60000^ Qml est le montant de la prime, à raison de 0' 40^ pour mille? 

Si pour 1000' on paie 40^ pour 60000' on paiera 60 fois 0*40^, ou 24'. 

Des centimes additionnels. 

683. On appelle centimes additionnels des contributions ajoutées au 
principal des contributions.directes, et exprimées par le nombre de centimes 
<|ue 1 on doit payer pour chaque franc de contributions directes. 

684. Problème 74. Une commune, doit les liabitants paient 23762*50' 

^^ contributions directes, doit pourvoir à une nouvelle cliarge annuelle 

de 7604'. Combien doit-elle s'imposer de centimes additionnels? Quelle 

["*^rc la majoration pour le contribuable qui paie aujourd'liui 63' de 

mtributions directes ? 

Il faut ajouter, aux 23762*50' de contributions directes, un impôt de 
7604', soit, par franc de contributions directes, 7604' : 23762*50 == 0*32'. 
Ainsi la commune doit s'imposer 32 centimes additionnels. 

Le contribuable, qui paie 63' de contributions directes, sera imposé 
«n plus, au profit de la commune, de 63 fois 0*32', ou de 20*16'. 

Évaluations diverses à tant pour cent ou pour mille. 

686. Problème 75. La construction d'une maison a coûté 12750'. 
Elle est bâtie au milieu d'un terrain rectangulaire de 75" de long sur 28" 
^ ^«/'^e, qui a été payé à raison de 70' l'are. Combien [faut-il louer la 
propriété, pour qu'elle domine 5 g rfe revenu ? 

23 
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Surface du terrain : 75» X 28"> = 2i00"2 ou 21 ares. 

Prix de ce terrain : 70' X 21 = i470^ 

Valeur de la propriété : 12750' + 1470'== 14220'. 

On veut louer cette propriété de manière qu'elle rapporte 5§. On dira donc : 

100' rapporteront 5'. 

5' 
1' rapportera 100 fois moins, ou yw^, 

14220' rapporteront 14220 fois plus, ou -— /gg^^ = 711'. 
La propriété doit être louée 711'. 

686. Problème 76. Un homme meurt avec 24656' de dettes^ et le 
produit de son inventaire ne monte qu'à 21574'. Dans quel rapport 
faut-il réduire chaque créance ? 

Au lieu de 24656' on ne paiera aux créanciers que 21574'. 
Au lieu de 1' on ne paiera que 21574' : 24656 = |'. 
Et au lieu de 100' on ne paiera que g' X 100 == 87 i'. 
Chaque créance devra donc être réduite de J, ou de 12î§. 

687. Problème 77. Le prix des billets simples de première classe, 
sur les lignes des chemiiu de fer de VEtat belge, est de 0*0756' par kilo- 
mètre pour les trains ordinaires. L'augmentation est de 25 J pour les 
trains express, et le rabais sur les billets d'aller et retour est de 20 1. 
Combien coûte, en première classe, un billet simple et un billet d'aller et 
retour d'Anvers à Bruxelles, par train ordinaire et par train express, la 
distance entre ces deux villes étant de 44'*'"? 

Le prix du billet simple de première classe, en train ordinaire, 6st, par 
kilomètre, 0-0756', et, pour 44»"», 0*0756' X 44 = 3*3264S ou, en 
arrondissant cette somme au demi-décime supérieur, 3'35'. 

Le prix du billet simple, en train express, est, par kilomètre, 
00756' X 1*25 = 0-0945', et, pour 44»^™, 0-0945' X 44 = 4-158',ou4'20^ 

Le prix du billet d'aller et retour, en train ordinaire, est, par kilomètre, 
0-0756' X 0*80 X 2 = 0-12096', et, pour 44'^'", 0*12096' X 44 = 
5*32224', ou 5*35^ 

Le prix du billet d'aller et retour, en train express, est, par kilomètre, 
0*12096'X 1*25 = 0*1512^ et, pour 44^™,0*1512'X 44=6*6528', ou6•70^ 
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688. Problème 78. Si le lait donne 12§ de son poids de crènWy et 
si la crème p7'oduit 30 § de son poids de beurre, combien 100 litiges de lait 
donneront-ils de kilogrammes de beurre? La densité du lait est 1*03. 

Appelant x le nombre de kilogrammes de beurre que l'on peut retirer 
de 100 litres de lait, on a (516) : 

X kg. de beurre. . . . 100 litres de lait; 

1 litre de lait .... 1*03 kg. de lait; 

100 kg. de lait 12 kg. de crème; 

100 kg. de crème. ... 30 kg. de beurre; 



d'où 



__ 100 X 1*03 X 12 X 30 __ o.7nok 
^ ~ 100 X 100 - 3 708 . 



CHAPITRE XIV 

589. On appelle intérêt d'une somme d'argent ou d'un capital, le 
bénéfice dû à celui qui a prêté ou placé cette somme pendant un certain 
temps. 

On appelle taux Vintérét que rapportent iOO^ en un an, et, plus généra- 
lement, Vintérét que rapporte une somme fixe, par exemple, un franc ou 
cent francs, en un temps fixe, par exemple, un an ou un mois ou un jour. 

Un capital est placé au taux annuel de 5§, par exemple, lorsque 
100^ de capital rapportent 5' d'intérêt en un an (*). 

En Belgique, le taux de Yintérét légal est de 4| § en matière civile et 
de 5 § en matière commerciale. 

Le taux de l'intérêt conventionnel est librement fixé par les parties 
contractantes. 

(*) Autrefois, on appelait denier le capital qui rapportait |f dMntérèten un an. Un capital était 
dit placé au denier 20, par exemple, lorsque l20f de capital rapportaient If d'intérêt en un an. 
Le produit du taux par le denier est égal à 100. 
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Dans les questions d^intérêt et d'escompte, on regarde ordinairement 
l'année comme composée de 360 joura, ou de 12 mois de 30 jours. 

Cependant, quand on calcule le nombre de jours compris entre deux 
dates, on attribue aux mois le nombre de jours qu'ils ont dans le calendrier 
grégorien (442). 

intérêt simple, 

690. L'intérêt est simple quand il est payé à la fin de chaque année, 
ou quand il reste chez l'emprunteur sans porter nouvel intérêt. 

L'intérêt simple est proportionnel au capital, ainsi qu'au taux et aa 
temps du placement. 

691. Problème 79. Un capital de 4800^ a été placé à 5J le 4 mai 
1896. Quels seront les intérêts de ce capital : 1® le 4 mai 1900; 2® le 
25 octobre 1903? 

1** Du 4 mai 1896 au 4 mai 1900 il y a 4 ans. On dira donc : 
100' en 1 an rapportent 5^ 

1' en 1 an rapporte 100 fois moins, ou jtwt. 

4800' en 1 an rapportent 4800 fois plus, ou — ^.-^^ — . 

4800' en 4 ans rapportent 4 fois plus, ou . ..^c = 960'. 

2*» Du 4 mai 1896 au 25 octobre 1903 il y a 7 ans 174 jours, ou 
2694 jours. On dira donc : 
100'' en 360J rapportent 5'. 

5' 

l'en 360^ rapporte 100 fois moins, ou ^j-^^. 

4800' en 360^ rapportent 4800 fois plus, ou — ^^ — . 

4800' en 1^ rapportent 360 fois moins, ou .^^ «,^^ . 

^' X 4800 X 2694 
4800'en 26941 rapportent 2694 fois plus, ou — TAo^TSêÔ — °" '^^'' 
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592. Les valeurs de l'intérêt, dans le problème qui précède, peuvent 
s'écrire : 

Kf Ki 9700 

4X4800X4, /_X4800X3^. 

Sous cette forme, on voit que Vintérét est un produit de trois facteurs, 
qui sont ; le centième du taux, le capital et le temps, évalué en années ou 
en fraction d'année. 

Par suite, ces quatre quantités, le capital, le taux, le temps et l'intérêt, 
sont tellement liées, que, trois d'entre elles étant connues, on peut 
toujours déterminer la quatrième (*). 

593. Problème 80. Quel est le capital qui, placé à 3|y, rapporte 
210^ dHntérét en 6 aiis? 

34^ sont rapportés en 1 an par un capital de 100'. 

100' 
1* est rapporté en 1 an par un capital 3| fois plus petit, ou par ô^- 

^W sont rapportés en 1 an par un capital 210 fois plus grand, ou par 

100' X 21 
3-50 • 

210^ sont rapportés en 6 ans par un capital 6 fois plus petit, ou par 

lOQ' X ^^^ = 1000^ 

3-50 X 6 
Le capital placé est de 1000^ 

694. Problème 81. Rembourser une rente de W au taux de 4|J. 
Il faut chercher le capital qui, au taux de 4||, produit la rente ou 
intérêt annuel de 90^ 
41*^ de rente sont produits par un capital de 100*". 

1' de rente est produit par un capital 4| fois plus petit, ou par jtm-. 



(*) Si l'on appelle a le capital placé, r le taux par franc et par an, n le temps du placement, 
évalué en années ou en fraction d'année, t l'intérêt rapporté par le capital au bout de ce temps 
et A le capital augmenté de ses intérêts, on a 

i^arn, a ^ ^, r = ~, n = ^, A = a(l+r»). 
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90' de rente sont produits par un capital 90 fois plus grand, ou par 

m^x90 ^ 2000'. 
4 o 

696. Problème 82. A quel taux a été placé un capital de 730^, qui 
a rapporté 204*40^ d'intérêt en 7 ansi 

730' en 7 ans rapportent 204'40^ 

204'40' 
1' en 7 ans rapporte 730 fois moins, ou — 701^— • 

>iAn. ^ . ♦ 4An4. • 1 204-40^ X 100 
100' en 7 ans rapportent 100 fois plus, ou wi^ . 

.AnP A . .^ c 204-40f X 100 ,, 

100^ en 1 an rapportent 7 fois moins, ou — 70A-7-7 — = ^ - 

Le capital a été placé au taux de 4^. 

696. Problème 83. Pendant combien de temps faut-il placer 5000^ 
à 4J§ pour retirer 1000^ d'intérêt ? 

100^ rapportent 4|^ en 1 an. 

1^ rapporte 41^' en 100 fois plus de temps, ou en 1" X 100. 

1" X 100 
5000^ rapportent 4|^en 5000 fois moins de temps, ou en — stwtt^ — . 

1*° X 100 
5000^ rapportent 1^ en 4^ fois moins de temps, ou en kaaa ^ i-tt - 

5000^ rapportent 1000^ en 1000 fois plus de temps, ou en 

1«° X 100 X 1000 _ ^ 
5000 X 4-5 ~ ^ ^"^* 

Le capital doit rester placé pendant 4f ans ou 4 ans 160 jours. 

697. Problème 84. Au bout de combien de temps un capital placé 
à 5g est'il doublé? 

Il faut chercher en combien de temps 100^ placés à 5§ rapportent 
lOOf d'intérêt. 

Pour avoir 5^ d'intérêt, il faut 1 an. Pour avoir 100^ d'intérêt, il faut 
donc autant d'années que 5^ sont contenus de fois dans 100^, ou 100 : 5 = 
20 ans. Ainsi un capital placé à 5g est doublé après 20 ans. 

On trouverait, de même, qu'il est triplé après 40 ans, quadruplé après 
60 ans, etc. 
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698. Problème 85. Trouver ce que devient, après 12 ans, un capital 
de 8750^ placé à intérêt simple à 5§. 

1^ de capital, au taux de 5f, rapporte, en un an, O'OS^", et, en 12 ans, 
0*60^. 1^ de capital vaut donc, après 12 ans, 1*60^ et un capital de 8750^ 
vaut, après le même temps, l'60f X 8750 = 14000^ 

Ainsi, pour obtenir la valeur du capital après un temps donné, on mul- 
tiplie le centième du taux par le temps du placement; on augmente ce 
produit d'une unité, et on multiplie la somme obtenue par le capital. 

Méthode des nombres et des diviseurs, 

*599. On appelle nombre le produit du centième du capital par le 
nombre de jours du placement, et diviseur, le quotient de 360 par le taux. 

On peut aussi prendre pour nombre le produit du capital par le nombre 
de jours du placement, et, pour diviseur, le quotient de 36000 par le taux. 

Les diviseurs, correspondant respectivement aux taux 

sont : 

60, 72, 80, 90, 120,- 180, 

ou 

6000, 7200, 8000, 9000, 12000, 18000 0. 

U intérêt est égal au quotient rfw no7nbre par le diviseur. 

En effet, l'intérêt d'un capital de a francs, placé à t pour cent pendant 

n jours, est (591) 

t X a X n 



100 X 360' 
ce que l'on peut écrire 



a ^ \ 360 , ^ .36000 

X n] : — — , ou {a X n) : — 



^100 I ' t ' v^ ^ .., . ^ . 

Lorsque plusieurs sommes ont été placées au même taux pendant des 
temps différents, l'intérêt est égal à la somme des nombres divisée par le 
diviseur. 



> 

T - 



(*) Lorsque Tannée est comptée de 365 jours, comnie en Angleterre, le diviseur corres- 
pondant au taux 55 est 73 ou 73000. 
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Méthode des parties a/lquotes, 

*600. La méthode des parties aiiquotes (116, 236 et 478) est souvent 
employée avec avantage dans les calculs d'intérêt simple. Elle consiste dans 
un fractionnement convenable du capital ^ du taux ou du temps du placement. 

i° On décompose le capital en parties multiples ou sous-multiples les 
unes des autres y la première de ces parties étant dans un rapport simple 
avec le diviseur fixe. 

Problème 86. Calculer l'intérêt de 6592^ à m pendant 8o jours. 

Intérêt k m de 6400^ pendant 85 jours : ^%V- ou ^ X 8o . . Q8'W 

160 ^ô dii précédent . . . i-70 

32 1 du précédent . . . 0"34 

Intérêt à 4| § de 6592"^ pendant 85 jours 70 •(H 

2® On décompose le taux en parties multiples ou sous-multiples les unes 
des autres, la première de ces parties correspondant à un diviseur fixe 
très simple. 

En particulier, on peut employer le taux 6J-, correspondant au diviseur 
fixe 60 ou 6000, et déduire |, |, {, J, \ du résultat, suivant que le taux 
donné est 5{g, 5§, 4|§, 4§, 3f, ou, au contraire, ajouter |, \, {, |, | au 
résultat, si le taux donné est 6|f, 7§, 7ig, 8g, 9§. 

Problème 87. Calculer rinté7*ét de 4815^ à S\^l pendant i^S jours. 

Intérêt à 6g de 3000' pendant 128 jours : ^îo^' ou | X 128 . 64-00'^ 

1800 j^ du précédent . . . 38*40 

15 ^ du même . . . 0'32 



Intérêt à 6g de 4815f pendant 128 jours 

3 I du précédent 

I du précédent 

ou { ^ du précédent 

I du précédent 



11 oui 



j_ 

16 

J_ 
16 



Intérêt à 3j|g de 4815^ pendant 128 jours 



5r3& 

8-56 
4-28 
107 



6527 
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3° Lorsque le nombre de jours du placement est égal au diviseur^ 
r intérêt est égal au centième du capital (599). Cela étant, pour calculer 
l'intérêt simple d'un capital, on décompose le nombre de jours du place- 
ment en parties multiples ou sous-wultiples du diviseur, ou sous- 
multiples les unes des autres. 

Problème 88. Calculer le total des intérêts de plusieurs capitaux, se 
montant ensemble à 34788*95^ pour un temps moyen de 59*86 jours, 
au taux de 4^ f . 

Intérêt à 4| § pour 8G jours : j^ du capital Ml'HW 

40 » { du précédent i73'94 

10 » \ du précédent. . . ! . 43*49 

i » j^ du précédent 4'8i§ 

9 )) différence des deux précédents 39*14 

0*8 )) ~ de Tavant-précédent . . 3*48 

0*04 » ^ du précédent 0*17 

0*02 )) I du précédent. .... 0*09 

Intérêt à 4| g pour 59*86 jours 260*31 

Caisse d'Épargne sous la garantie de l'État. 

601. Une Caisse d'Épargne a été établie en Belgique sous la garantie 
de rÉtat, par la..loi du 16 mars 1865. Les versements sont reçus à la 
Caisse générale à Bruxelles, dans les agences de la Banque nationale et 
dans les bureaux de poste. Ils doivent être de l*" au moins, et sans 
fractions. Ils sont productifs d'intérêt à partir du 1^^ ou du 16 du mois qui 
suit le dépôt. Cet intérêt est calculé par mois et demi-mois, au taux de 3§ 
par an ou -J ^ par mois. Toutefois le taux est réduit à 2g par an ou | § par 
mois sur la totalité des dépôts dont le solde a dépassé 3000^ pendant 
Tannée. Les intérêts ne se calculent pas sur les fractions de franc; les 
fractions de centime ne sont jamais portées en compte. Les intérêts acquis 
au 31 décembre de chaque année sont ajoutés au capital et deviennent, dès 
le lendemain, productifs d'intérêt. 

Les remboursements ont lieu sans avis préalable pour toute somme n'excé- 



. I 
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dant pas 100'. Le retrait des sommes supérieures à 100' doit être demandé 
d'avance avant un délai déterminé. Les sommes remboursées cessent d'être 
productives d'intérêt le l*' ou le 16 du mois qui précède le remboursement. 

602. Problème 89. Une personne a déposé à la Caisse d'Épargne 
300' le 31 janvier 1896, 150' le 8 avril et 250^ le 22 juin ; elle a retiré 
100^ le 17 juillet et 75' le 24 août, et a dépose de nouveau 22o' le 
15 septembre. Son compte ayant été réglé le 31 décembre de la même anjm, 
on demande quelle a été alors la somme inscrite sur son livret. 

La somme à inscrire sur son livret au 1" janvier 1897 se compose du 
total des sommes versées et de leurs intérêts à cette date, moins le total 
des sommes remboursées et de leurs intérêts à la même date. On trouve que 
cette somme est égale à i925^ + 17*14') — (175' + 2*21') = 764*93f. 

intérêt composé. 

603. L'intérêt est composé quand il s'ajoute, à la fin de chaque année, 
au capital, pour former le capital de l'année suivante. 

604. Problème 90. Trouver à combien s'élève, après 12 aus, un 
capital de 8750^, placé à intérêt composé à 6§. 

1^ de capital, au taux de 6g, devient, au bout d'un an, 1*06^; un capi- 
tal de 8750^ devient donc, après un an, 1*06^ X 8750, ou 8750^ X 1*06; 
il devient, après deux ans, 8750^ X r06 X 1*06, ou 8750^ X l'Oe^; 
après trois ans, 8750^ X l'OO^; après quatre ans, 8750^ X l•06^ et 
ainsi de suite. En désignant par A sa valeur après douze ans, on a donc 

A = 8750f X r06i2. 

Ainsi, pour obtenir le capital définitif, on cherche la valeur d'un franc, 
au taux donné, au bout d'un an; on élève cette valeur à une puissance k 
de^ré égal au nombre d'années du placement, et on multiplie le capital 
primitif par cette puissance (*). 

(*) Si Ton appelle o le capital placé, r le taux par franc et par an, n le nombre d'années du 
placement, et A le capital augmenté de ses intérêts composés pendant ce temps, on a 

A = a(1 + r)". 
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Pour ne pas avoir à former, par multiplications successives, la dou- 
;ième puissance de l'06, on peut calculer A par logarithmes. On a : 

logA = Iog8750 + 12 logroe 

log8750 3*94201 

12 1ogr06. . . 12 X 0*0253059 . . . 0*30367 

logA 4-24568 



A = 17606*80^ 

On prend le logarithme de 1*06 avec sept décimales; car le logarithme de 
l "06, à cinq décimales, n'étant approché qu'à moins d'un demi-cent-millième, 
50T1 produit par 12 ne serait approché qu'à moins de 6 cent-millièmes (413). 

Mais il est préférable de se servir d'une Table d'i7itéréts composés f), 
laquelle donne, à simple lecture, 1*06^2 = 2*0121965, nombre qu'on 
multiplie ensuite par 8750, soit par la règle ordinaire, soit par la règle 
d'Oughtred (335), soit par la méthode des parties aliquotes (116). On a ainsi 

A = 8750^ X 2*0121965 = 17606*72'. 

606. Problème 91. Quelle somme faut-il placer à intérêt composé 
« 4f 3 pour retirer, après 9 ans, 7592'? 

En désignant par a le capital à placer, on a (604) 

a' X 1*0475» = 7592^ d'où a = ^M^^- 

Pour ne pas avoir à former, par multiplications successives, la neu- 
vième puissance de 1*0475, on peut calculer a par logarithmes. On a : 

loga = log7592 - 9 log 1*0475 

log7592 3*88036 

9 1ogl*0475. . . 9 X 0*0201540 . . . 0*18139 — 

loga 3*69897 

a = 5000^ 

Mais il est préférable de se servir d'une Table d'intérêts composés, 

(*) Voir la table VIÏ de mon Recueil de Tables numériques, Namur 4881. Cette table 
comprend 21 taux et s'étend jusqu'à 50 ans. 



— 364 — 

laquelle donne, à simple lecture, 1*0475® = 1*5184, nombre par leqm 
on divise 7592. On a ainsi 

a= 7592 : 1*5184 = 5000^ 

606. Problème 92. A quel taux faut-il placer à intérêt compose 
somme de 1020^ joour retirer, après 8 ans, 1507^? 
En désignant par r le taux par franc et par an, on a 

1020» X (H-r)8 = 1507^ d'où [\+rf= ^ = 1*47745^. 

Pour ne pas avoir à extraire la racine huitième de 1*47 745, on chercli 
dans une l^able d'intérêts composés, les valeurs acquises par 1^ aux diffère 
taux après 8 ans : on trouve que la valeur 1 '47 745^ correspond au tauxSJ. 

On peut aussi calculer r par logarithmes. On a : 

8 log(l +r) = logl507 — logl020 

logl507 . . . 3*17811 
logl020 . . . 3*00860 — 

8 1og(l + r). . 0*16951 



log(l + r) . . 0*02119 
1 + r . . 105 



r == 0*05^ 



607. Problème 93. Pendant combien de temps faut-il placer 
intérêt composé à 3| ^ pour avoir un capital définitif de 2440^? 

1^ au taux de 3J |, vaut, au bout du temps cherché, 2440^ : 2033 
1*19902^ Or, en formant les puissances successives de 1*035, ou, mieu 
en consultant une Table d'intérêts composés, on trouve 1*035® = rd876i 
c'est-à-dire que 1^ au taux de 3| ^, vaut, après 5 ans, 1*18769^ 

Il reste à chercher en combien de jours 1*18769^ produiscïl| 
1*19902^ — 1*18769^ = 0*01133^. Or, 1^ produisant 0*035^ d'inléri 
en 365 jours, 1*18769^ produisent 0*01133^ d'intérêt en 

365J X 0*01133 _ . 
1*18769 X 0*035 ■"'"" J^"*^^- 

Le temps cherché est donc 5 ans 100 jours. 
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*0n peut dire encore : 

Le temps cherché est un nombre exact d*années, que nous désignerons 

;rn,jOU un nombre entier n d'années, plus une fraction. On a donc ; 

âOSS"^ X 1035»<24W, 
où 

2440 

^ ^'^^ = 2Ô3B' 
, en prenant le§ logarithmes, 

n log 1 '035 < log 2440 — log 2035, 

où 

^ log 2440 — log 2035 _ 3'38739 •- 3'30856 _ 0'07883 

"= log 1-035 ~ 0*01494 ""0-01494' 

visant 0*07883 par 0*01494, on trouve pour quotient entier 5 et pour 
ste 0*00413. Il s'ensuit que le temps cherché se compose de 5 années, 
las une fraction d'année. 

Or je dis que le reste 0*00413 de la division est précisément le 
^mihme de la valeur de 1^, au taux de 3^ 5, au bout de cette fraction 
'année. En effet, en appelant x cette valeur, on a 

2035f X 1 -0355 X x = 2440f, 

ï log ^ = log 2440 — log 2035 — 5 log 1 *035. (1) 

l 

bis, le quotient entier de log 2440 — log 2035 par log 1 '035 étant 5 et 

|reste0'00413, on a aussi 

\ log2440 — log2035 = 5 logl-035 + 0-00413, 

' 0*00413 == log2440 - log2035 — 5 logl*035. (2) 

â comparaison des égalités (1) et (2) fait voir que l'on a 

'? 

logic = 0*00413, 

^ qu'il fallait démontrer. 
Ou tire de là, en remontant du logarithme au nombre, 

x = i -0096, 
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c est-à-dire que l^ rapporte, au bout de la fraction inconnue d^année, 
0'009()'. Or, V rapportant 0'03S' en 365 jours, 1^ rapporte 0*0096^ en 

365^ X 0*0096 ,^^ . 

Le temps cherché est donc 5 ans 100 jours. 

•Dans les deux solutions qui précèdent, on suppose le capital placé 
intérêt composé pendant le nombre entier d'années contenu dans le tem 
cherché, puis le capital obtenu après ce nombre d'années placé à inté 
simple pendant le nombre complémentaire de jours. La solution est pi 
simple, si Ton admet les exposants fractionnaires, et si l'on convient que 
rinte'ret se compose de jour en jour, de manière à s'élever, à la foi à 
Cannée, au taux donné ('). 

On a alors, en désignant par n le temps cherché, évalué en annè»* 

en fraction d'année, 

2035' X 1 -035» = 2440^ 

d'où 

_ log2440 — logjq35 _ 3'38739 — 3'30856 _ '07 883 \ 

" ~ logl035 0-0Î494 ~ 0*01494 

= 5 ans 101 jours. 

608. Problème 94. Au bout de combien de temps un capital placé 
intérêt composé à 5§ est-il doublé? 

Il faut chercher après combien de temps 1^, au taux de 5f , vaut 2^. 

Or, en opérant comme dans le problème précédent, on trouve d'abord, 
dans la Table d'intérêts composés, que 1^ au taux de 5g, vaut, après 
14 ans, i"9799f. On trouve ensuite que 1 '9799^ rapportent 0*0201^ d'intérêt 
en 74 jours. Donc le temps cherché est 14 ans 74 jours. 

*0n peut dire encore : i 

Appelons n le nombre entier d'années contenu dans le temps cherché, j 

On aura I 

1-05" ^2, - 

(*) Voir, pour celle double convention, les Irailés d'Algèbre. 
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d'où 

^ log2 _ 0*30103 

^^ = logl-05"" 0-02119- 

Divisant 0*30103. par 0'02119, on trouve pour quotient entier 14 et 
pour reste 0*00437. 

On conclut de là, comme dans le problème précédent, que w = 14. 
De plus, en appelant x Ja valeur de 1^ au taux de 5J, au bout de la 
fraction complémentaire d'année, on a 

logx = 0'00437, d'où x = 1*0101. 

Cette fraction d'année, évaluée en jours, est donc 

365J X 0*0101 



0*05 



= 74 jours. 



*En adoptant la double convention dont il a été question ci-dessus, on 

aurait simplement 

1*05" = 2, 

d'où 

log2 0*30103 



CHAPITRE XV 

IDE L»ESCOI*4E»TE 

609. Dans la banque et le commerce, on nomme billet ou effet tout 
titre écrit portant indication d'une somme à payer à jour fixe. 

On nomme escompte la déduction que l'on fait sur un billet payé avant 
V échéance. 

La somme marquée sur le billet s'appelle valeur nominale ou montant 
du billet. Cette même somme, diminuée de l'escompte, est la valeur 
actuelle du billet. 

On appelle échéance moyenne celle d'un billet unique, égal à la somme 
de plusieurs billets à échéances diverses (619, 628 et 631). 
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On appelle eclimnce commune celle à laquelle on convient de rapporter 
le règlement de plusieurs billets à échéances diverses (618 et 627). 

I/échéance commune peut être antérieure aux échéances de tous les 
billets, ou leur être postérieure, ou être comprise entre l'échéance la plus 
rapprochée et l'échéance la plus éloignée. 

On distingue deux sortes d'escompte : Vescompte en dehors ou com- 
mercial et Vescompte en dedans. 

Escompte en dehors. 

610. Vescompte en dehors est une déduction faite à tant pour cent 
par an ou par mois ou par jour sur la valeur nominale d'un billet (*). 

Si, par exemple, le taux de l'escompte est 5|, sur 100' payables dans 
un an on déduit 5'; sur 100*^ payables dans deux ans on déduit 10^, ^ 
ainsi de suite. En d'autres termes, au lieu de payer 100' dans un an, on 
paie aujourd'hui 100^ — 5' ou 95*^; au lieu de payer 100*^ dans deux ans, 
on paie aujourd'hui 100^ — 10^ ou 90^ et ainsi de suite. 

L'escompte en dehors est proportionnel au montant du billet, au temps 
dont on devance l'époque de l'échéance et au taux de l'escompte (**). 

611. Problème 95. Escompter en dehors, à la date du 25 mars et au 
taux de 4|, un billet de 5030^, qui n* échoit que le \8 mai suivant. 

Du 25 mars au 18 mai il y a 6 + 30 + 18 ou 54 jours. 
Puisque l'escompte en dehors se calcule sur la valeur nominale da 
billet, on dira : 
Sur lOOf payables dans 360^ on déduit 4^. 

Sur V payable dans 360^ on déduit 100 fois moins, ou j^. 

Sur 5030^ payables dans 3B0J on déduit 5030 fois plus, ou — j^^ 



{"} Vescompte en dehors est ainsi appelé, parce qu'il esl calculé sur une valeur en deksri 
de la valeur actuelle, c'est-à-dire plus grande que cette dernière- 

(**) Par convention, on regarde Tescomple en dehors comme étant Vintérêt de la valeur 
nominale du billet, depuis le jour du paiement jusqu'à celui de l'échéance. 
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i' X 5030 



Sur 5030^ payables dans i^ on déduit 360 fois moins, ou 



100 X 360' 

Et sur 5030^ payables dans 54^ on déduit 54 fois plus, ou 

4^ X 5030 X 54 _ 

100 X 360 —'»"««• 

La déduction à faire sur le billet étant de BO'IS'^, le porteur ne recevra 
que 5030^ - 3048^ = 4999*82^ 

Plus brièvement : 

l^ payable dans 54^, vaut, actuellement, le taux de l'escompte étant ^, 

4' X 54 
100 X 360 ^ i)vw --i) yy4 . 

Par suite, 5030^, payables dans 54', valent, actuellement, 5030 fois 
0*994', ou 0*994' X 5030 = 4999*82' (*). 

612. Problème 96. On présente à Vescomptey le 20 août 1896, les 
quatre billets suivants : 4^00^ payables au 25 août; M^O^ payables au 
5 septembre; 2640^ payables au 20 octobi'e; M80^ payables aw 15 novembi^e. 
Combien recevra-t-on du banquier, le taux de V escompte en dehors étant 5J? 

On cherchera la somme des escomptes de 4500^ pour 5 jours, de 
3450^ pour 16 jours, de 2640^ pour 61 jours et de 5480^ pour 87 jours, 
ou, ce qui revient au môme, l'escompte, pour un seul jour, d'une somme 
égaie à 

4500^5 + 3450M6 + 2640^.61 + 5480^.87 = 715500^. 

1 ♦ A* * .eo ♦ * * 8f X 715500 aa'„tif 

Le taux étant 5g, cet escompte est ~i aa ^ ^R fT ^^ 

La somme des montants des cinq billets est d'ailleurs égale à 16070^ 
Par suite, on recevra du banquier 16070^ — 99*375' = 15970*625^ 



(*) Si Ton appelle A la valeur nominale du billet, a sa valeur actuelle, r le taux par franc et par 
an de rescompte en dehors, n le temps à courir jusqu'au jour de Téchéance, e l'escompte, on a 

a e e 

« = A — a = Arn, o = A (1 — m), A = ^ _ ^^ , ** ^ 17' *" ^ An* 



1 
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'On peut employer, pour résoudre cette question, la méthode des 
nombres et des divùieiirs (599), et di-esserle bordereau suivant : 



Bordereau des 

ÉCHÉANCES 


effets présentés à l 
par M. X 


1 

escompte, le 20 août 1896, 

• • • 1 

i « 


VALEURS 


JOURS 


1 

NOMBRES 1 


25 août 1896 
5 septembre 
20 octobre 
15 novembre 

Escompte à 5 g. 
Net ... . 


4500f 
3430 
2640 
5480 


O 

16 
61 

87 


22500 

55 200 

161040 

476 760 


16070 
99-373 


713300 7200 


99-373 

r 
1 


. 15970*625 



*613. Problème 97. Trouver la somme d^s escomptes, à 4J Van, 
ou à TpoVo pO'fjoiir, exigibles par la Banque de France, le 29 octobre 1839, 
pour Vescomptage de 8976 effets, au capital de 13987490*, recouvrable 
en 91 échéances successives, savoir : i3b3A3^ dans 3 jours, ii bQOUlans 
4 jours, iH8V dans h jours, etc. (*) 

Pour ne pas avoir à faire les 91 produits des capitaux par les nombres 
de jours d'échéance, puis la somme de ces 91 produits, on procède de 
la manière suivante, laquelle, outre les 486 chiffres des multiplicandes, 
n'exige que 345 chiffres au lieu de 1711 : 

On écrit, sur une ligne horizontale, leschiffresO, 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, pour 
représenter les unités des nombres de jours d'échéance, et, dans une colonne 
verticale, les mêmes chiffres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, pour représenter 



(*) Thoyer, Les calcula d'intérêts réduits à l'addition, méthode approuvée par rÂcadéœie 
des sciences, sur le rapport de M. A. Câuchy, et adoptée par la Banque de France, Paris 1841. 
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les dizaines des mêmes nombres. Cela fait, le capital 55020^ par exemple, 
payable dans 47 jours, s'écrit à Tintersection de la ligne horizontale marquée 
4 avec la colonne verticale marquée 7. Tous les capitaux ayant été inscrits 
à leur place, on écrit, dans la ligne horizontale marquée V, les sommes des 
capitaux de chaque colonne verticale, puis, en dessous, dans la ligne hori- 
zontale marquée H, respectivement les produits par 10 des sommes des capi- 
taux de chaque ligne horizontale. On ajoute chaque nombre V au nombre H 
écrit en dessous, et on multiplie les sommes obtenues respectivement par 
0, 1, 2, 3, 4, S, 6, 7, 8, 9 : le total 894804060 de ces produits est la somme 
des produits de chaque capital par le nombre de jours de son échéance. 

Je dis, par exemple, que ce total renferme le produit du capital 55020^ 
par 47 jours. En effet, le capital 55020^ fait partie de la somme verticale 
2405619, qui est multipliée par 7, et de la somme horizontale 901408, 
qui est multipliée successivement par 10 et par 4. 

Gela étant, la somme cherchée des escomptes est égale au neuf-millième 
de 894804060, ou à 99422-67^. 

Il est essentiel de vérifier que la somme des nombres V est. égale au 
capital total 13987490^, et la somme des nombres H, à dix fois ce capital. 

614. Problème 98. Un billet, payable dans 3 mois, vaut 1S88^ comp- 
tant, le taux de V escompte en dehors étant 3^. Trouver le montant du billet. 

Puisque l'escompte en dehors se calcule sur la valeur nominale dii 
billet, on dira : 

Sur 100^, payables dans 12 mois, on déduit 3^ 

Sur 1^, payable dans 12 mois, on déduit 100 fois moins, ou r^. 

Sur 1^ payable dans 1 mois, on déduit 12 fois moins, ou . ^ .q . 

3^ X 3 

Sur 1 ^ payable dans 3 mois, on déduit 3 fois plus, ou . ^^ . ^^ = 0*0075^ 

l^de valeur nominale a donc une valeur actuelle de 1^ — 0*0075^== 
0'9925f. 

PuisqueO'992Sf de valeur actuelle correspondent à 1 ^ de valeur nomi ICi 
1588^ de valeur actuelle correspondent à autant de francs de valeur nomii ile 
que 0*9925^ sont contenus de fois dans 1588^, ou 1588 : 0*9925 = l6i V- 
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ei5« Problème 99. Un billet de 4825^ payable à 8 moiSy a été paîjé 
4632^ comptant. Quel a été le taux de ^escompte en dehors? 

L'escompte a été de 4825^ — 4632^ = 193^. 

Puisque l'escompte en dehors se calcule sur la valeur nominale du 
billet, on dira : 

Sur 4825^ de valeur nominale, pour 8 mois, on déduit 193^ 

j93f 
Sur 1^ pour 8 mois, on déduit 4825 fois moins, ou tôô^- 

I93f X 100 
Sur lOOf, pour 8 mois, on déduit 100 fois plus, ou — jqô^ — • 

193^ X 100 
Sur 100^ pour 1 mois, on déduit 8 fois moins, ou j^oqk y q • 

Sur 100^, pour 12 mois ou 1 an, on déduit 12 fois plus, ou 

193f X 100 X 12 _^f 
4825 X 8 

Le taux de l'escompte en dehors a été de 6f . 

616. Problème 100. Un billet de 1750^ a une valeur actuelle de 1680^, 
le taux de l'escompte en dehors étant 5^. Trouver Vépoque de l'échéance. 

L'escompte est de 1750^ — 1680^ = 70^. 

Puisque l'escompte en dehors se calcule sur la valeur nominale du 
billet, on dira : 

100^ de valeur nominale donnent 5^ d'escompte en 12 mois. 

\^ de valeur nominale donne 5^ d'escompte en 100 fois plus de temps, 
ou en la"»*»" X 100. 

1750^ de valeur nominale donnent 5^ d'escompte en 1750 fois moins de 

jgmois X 100 
temps, ou en j=^ — . 

1750^ de valeur nominale donnent 1^ d'escompte en 5 fois moins de 

Igmois X 100 

temps, ou en ^^gQ ^ g . 

1750^ de valeur nominale donnent 70^ d'escompte en 70 fois plus de 

12""" X 100 X 70 «.^ 
temps, ou en j^^^^ ^ ^ = 9 b mois. 

Le billet est payable dans 9 mois 18 jours. 
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617, Problème 101. On propose de remplacer un billet de 49o0^ 
payable au i*'' mars, par un autre payable au 1*' juin. Quel sera le 
montant du nouveau billet, si l'escompte est en dehors, au taux de 4J? 

De môme qu un billet, payi^ avant son échéance, est dimimiéde l'escompte 
ou intérôt de sa valeur nominale, pour le temps dont on devance Téchéance, 
de môme un billet, payé après son échéance, est augmenté de l'escompte 
ou intérôt de sa valeur nominale, pour le temps dont on retarde l'échéance. 

Le nouveau billet sera donc de 4950^ plus l'intérêt de cette somme 
à 4J pendant 3 mois, ou de 



4950^ X 



1 + î^-^l = 4950f X 101 = 4999-50^ f). 



6i8. Problème 102. Remplacer par un billet unique, payable m 
1*' juin, trois effets, le premier de 6800^, payable au lo avril, le deu- 
xième de 8040^', payable au io juillet, le troisième de 5252^, payable au 
l**" septembre. Le taux de Vescompte en dehors est de 4^. 

Le premier billet doit ôtre augmenté de son intérôt ou escompte à 4| 
pour Ij mois, ou de j^ : il vaut donc, au l®' juin, 6800^ + 3*40^ = 
6803•40^ 

Le deuxième billet doit ôtre diminué de son intérôt ou escompte à 4§ pour 
li mois, ou de j^ : il vaut donc, au ^^juin, 8040^ — 40*20^ = 7999*80^. 

Le troisième billet doit ôtre diminué de son intérôt ou escompte à 4J pour 
3 mois, ou de y^ : il vaut donc, au l^-" juin, 5252^ — 52-52^ = 5199*48^. 

Le billet unique, payable au 1" juin, sera de 6803*40^ + 7999*80^ + 
8199 48^ = 20002 68^ 



n On résout quelquefois le problème qui précède d'après le principe suivant : La valeur 
nominale du nouveau billet doit, être lelle que sa valeur actuelle, c'est-à-dire 3 mois 
avant Téchéance, soit égale à 4950^. On trouve alors, en raisonnant comme au problème 98, 
que cette valeur nominale est 



4950 : (i - j^ . :^) = 4950 : 0*99 = 5000f. 



Mais, quand il s'agit de l'escompte en dehors, nous croyons que la question doit ëtrt 
résolue d'après le principe que nous indiquons dans le texte, et qui revienl à admeUre, comme 
on l'admet en effet dans le problème de l'échéance moyenne, que les formules de rescomple 
en dehors subsistent pour n négatif. 
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619. Problème 103. TrouveVy Vescompte étant en dehors^ Véchéance 
moyenne de trois billets, le premier de 4343^', payable dans 2 mois, le 
deuxième de 2754^, payable dans 4 mois, le troisième de 11440^, payable 
dans 8 mois. 

Le montant du billet unique est de 4343^+ 2754^ + 11440^ =^' 18837^, 
et son échéance doit être telle qu'en le payant actuellement, on ait le même 
escompte qu'en payant actuellement les trois billets. 

Or l'escompte en dehors de 4343^ pour 2 mois est le même que celui de 
2 fois 4343** ou de 8686^ pour 1 mois. 

L'escompte de 2754^ pour 4 mois est le môme que celui de 4 fois 
2754^ ou de 11 016^ pour 1 mois. 

L'escompte de 11440^ pour 8 mois est le même que celui de 8 fois 
11 440^ ou de 91 520^ pour 1 mois. 

Sur le paiement actuel des trois billets, on aurait donc un escompte égal 
à l'escompte, pour 1 mois, de 8686^+ 11016^ + 91520^ = 111 222^. 

Or on doit avoir un escompte égal sur le paiement actuel d'un billet 
unique de 18537^ : donc ce billet doit être payable dans autant d'années que 
18537^ sont contenus de fois dans 111 222^, ou 111 222 : 18537 = 6 mois. 

On voit qnon obtient Véchéance moyenne en multipliant la valeur 
nominale de chaque billet par le temps de son crédit, et en divisant la 
somme des produits par la somme des valetirs nominales des billets (*). 

620. Problème 104. Quelqu'un emprunte une somme de 7955^, pour 
le remboursement de laquelle il souscrit deux billets égaux, payables le 
premier dans 1 an, le second dans 2 ans. Trouver le montant de chaque 
billet, l'escompte en dehors étant de 5g. 



(*; Soient A, Â', A'^... les valeurs nominales de divers biilels, payables respectivement dans 
n, n', w'^... unités de temps. Si l'escompte est en dehors, l'échéance moyenne x d'un billet 
unique, égal à la somme des billets proposés, est donnée par la formule 

A + A' + A" + ... • 

On voit que, dans ^escompte en dehors, l'échéance moyenne est indépendante du taux de 
Tescompte, ainsi que de la date à laquelle on rapporte les valeurs des divers billets. 

On simpliflera donc, dans la pratique, la recherche de réchéance moyenne, en rapportant 
les dates des échéances des divers billets à la date de réchéance du billet qui devrait être payé 
le premier. 
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L'escompte étant en dehors, V de la somme empruntée équivaut à 1*05' 
payable dans 1 an ou à l'IO^ payable dans 2 ans (617) : i^ du premier 
billet vaut donc, actuellement, 1 : 1*08 = ff', et 1^ du second billet 
vaut!': l'10 = H'. 

Par suite, si les deux billets étaient de 1^ chacun, ils vaudraient 
ensemble, actuellement, f? + H == ïfi^- 

Comme ils valent ensemble, actuellement, 7955^, chaque billet est 
donc d'autant de francs que ^^ sont contenus de fois dans 7955^, ou 
T9S5 : ^ = 4273•50^ 

Escompte en dedans, 

621. L'escompte est en dedans lorsque la valeur actuelle du billet, 
augmentée de ses intérêts jusqu'à l'échéance, égale la valeur nominale oi 
le montant du billet. 

Vescompte en dedans est donc IHntéj'ét de ta valeur actuelle du hilkU 
depuis le jour du paiemerU jusqu'à celui de l'échéance {*). 

Si, par exemple, le taux de l'escompte est 5f, on paie aujourd'hui 
100^ au lieu de payer 100^ H- 8^ ou 105^ dans un an, ou au lieu de payer 
100^ -H 10^ ou 110^ dans deux ans, et ainsi de suite. En d'autres termes, 
sur 105^ payables dans un an, on déduit 8^; sur 110^ payables dans 
deux ans, on déduit 10', et ainsi de suite. 

622. Problème 105. Escompter en dedans^ à la date du 28 niars et 
au taux de 4f , un billet de 8030^ qui n'échoit que le\% mai suivant. 

Du 28 mars au 18 mai il y a 6 + 30 + 18 ou 84 jours. 
Puisque l'escompte en dedans est l'intérêt de la valeur actuelle du billet, ' 
on dira : 
100' en 360J rapportent V. 

l'en 360J rapporte 100 fois moins, ou j^. 

1' en 1^ rapporte 360 fois moins, ou jâtt^^— 0^^- 



[*) Veseompte en dedans est ainsi appelé, parce qu*il est calculé sur une valeur en dedanr 
de la valeur nominale, c'est-à-dire plus petite que ceue dernière. 



I 
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4f X 54 
If en ÎS4' rapporte 54 fois plus, ou ja» w H fih '^ '^''^'■ 

Sur If + 0'006f ou Vmei payable au 18 mai, on déduit c 
2Smars, O'OOe'. 

1-006' 
Et sur 5030f on déduit 5030 fois plus, ou — J-^^^ = 3 

La déduction à faire sur le billet étant de 30', le porteur ne reci 
5030f - 30f = 5000^ 

Plus brièvement : 

1', au laux de 4|, vaut, après M', i^ + -ttla— ^- oan = '•'"Of 

Ainsi i'006f de valeur nominale du billet correspond à Va 
aeiuelle; par suite, 5030' de valeur nominale correspondent à a 
francs de valeur actuelle que i'OW est contenu de fois dans 50; 
5030: 1-006 = 5000f 

On voit qu' 0/1 obtient la valeur actuelle d'un billet en divisant s 
nominale par la valeur d'un franc à l'échéance (*). 

, 623. Problème 106. Un Inltet, payable dans 3 mois, vaut 15S 
i ton(, le taux de l'escompte en dedans étant Sj. Trouver le montant i 

Puisque l'escompte en dedans est l'intérêt de la valeur act 
' liillet, on dira : 

lOûf en la mois rapportent 3'. 

' l'en 12 mois rapporte 100 fois moins, ou ^jr^. 

3f 
l'en 1 mois rapporte 12 fois moins, ou .nn y <q ' 

l' en 3 mois rapporte 3 fois plus, ou ..„ -^ la = O'OOTS^. 
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1^ de valeur actuelle correspond donc à une valeur nominale de 
If + 0-007of = r()073f. 

Et 1588^ de valeur actuelle correspondent à une valeur nominale 1388 fois 
plus grande, ou à l'OOTo^ X 4o88 = 1599*9r. 

624. Problème 107. Un hillet de 4825^, payable à 8 mois y a été paye 
i63^^ comptant. Quel a été le taux de V escompte en dedans? 

L'escompte a été de 4825^ — 4632' = 193^. 

Puisque l'escompte en dedans est l'intérêt de la valeur actuelle du 

billet, on dira : 

4632 en 8 mois rapportent 493^. 

j93f 

If en 8 mois rapporte 4632 fois moins, ou */.oa- 

lOOf en 8 mois rapportent 100 fois plus, ou jâ^ • 

193^ X 100 
10()f en 1 mois rapportent 8 fois moins, ou -ï^ôs-^^-ô-- 

4002 X O 

lOO^en 12mois ou 1 an rapportentl2foisplus, ou — ~Ac^(fy~Â — =6|f. 
Le taux de l'escompte en dedans a été de G^J. 

626, Problème 108. Un billet de iloO^aune valeur actuelle de 1680^, 
le taux de C escompte en dedans étant 5^-. Trouver V époque de V échéance. 

L'escompte est de 1730^ — 1680^ = 70^. 

Puisque l'escompte en dedans est l'intérêt de la valeur actuelle du 
billet, on dira : 

lOOf de valeur actuelle rapportent 3^ en 12 mois. 

If de valeur actuelle rapporte 5^ en 100 fois plus de temps, ou en 

jgmois X 100. 

1680f de valeur actuelle rapportent 3^ en 1680 fois moins de temps, 

jgmois X 100 

^^ '" — T68Ô— • 

1680f de valeur actuelle rapportent If en 3 fois moins de temps, ou en 
12" '^ X 100 

1680 X 3 * 
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1680f de valeur actuelle rapportent 70f en 70 fois plus de temps, ou 
12»«« X 100 X 70 

^" 1680 X 5 = ^^ ™^''- 

Le billet est payable dans 10 mois. 

626. Problème 109. On propose deremplacer un billet de 4950^ payable 
au l^"" 7narSy par un autre payable au 1®^ juin. Quel sera le montant du 
nouveau billet, si V escompte est en dedans , au taux de 4§? 

Il s'agit de trouver quelle doit être la valeur nominale d'un billet, 
payable au 1®'' juin, pour que sa valeur au 1*^^ m.ars, c'est-à-dire 3 mois 
avant l'échéance, soit égale à 4950^ 

On trouve, en raisonnant comme dans le problème 106, que cette valeur 
nominale est égale à la valeur actuelle, plus l'intérêt de cette valeur actuelle, 
ou à 

4950f X (l + A . ^J = 4950f X roi = 4999-50^ f). 

627. Problème 110. Remplacer par un billet unique, payable au 
1**" juin, trois effets, le premier de 6800^, payable au 15 avril, le deu- 
xième de 8040^, payable au 15 juillet, le troisième de 5252^, payable au 
4®' septembre. Le taux de V escompte en dedans est de 4|. 

Le paiement du premier billet est r^etardé de 1| mois. L'intérêt de 1^ 
à 4J- pour 1| mois étant 0*005^, le premier billet vaut, au l^"" juin, 
6800f X r005 = 6803-40f. 

Le paiement du deuxième billet est avancé de 1| mois. L'intérêt de 1^ 
à il pour 1| mois étant 0*005^, le deuiCième billet vaut, au l^"" juin, 
8040^: r005 = 8000f. 

Le paiement du troisième billet est avancé de 3 mois. L'intérêt de r 
à 4^ pour 3 mois étant 0*01^, le troisième billet vaut, au l*' juin, 
5252f : 1 "01 = 5200^. 

Le billet unique, payable au l'' juin, sera de 6803*40^ + 8000^ + 
5200^ = 20003*40^. 



{*) On voit que la valeur nominale du billet est la même dans l'escompte en dedans (626) et 
dans t'escompte en dehors (617), quoique les solutions, dans l'un et l'autre escompte, partent 
de principes différents. 
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628. Problème 111. Trouver V échéance moyenne de trois billets, h 
premier de 4343^, payable dans 2 mois, le deuxième de 2754^ payable dan\ 
4 mois y le troisième de H 440^, payable dans 8 mois, le taux de Vescomp 
en dedans étant 6§. 

Le montant du billet unique est de 4343' + 2754^ + 11440^ = 18537^^ 
et on admet que son échéance doit être telle que sa valeur actuelle égale U 
somme des valeurs actuelles des trois billets, ou (622) 

l^nf + V^ + -l^^ = ^300' + 2700' + 11 000' = 1800C'. 
1 01 1 02 1 04 

On est donc ramené au problème suivant : 

Un billet de 18537' a une valeur actuelle de 18000', le taux 
V escompte en deda^is étant 6§. Quelle est V époque de l'échéance? 

Igmoi. X 100 X 537 



On trouve (625) que le billet est payable dans 

29 
5s7v mois = 5 mois 29 jours (*). 



18000 X 6 



629. Problème 112. Quelqu'un emprunte une somme de 7955', pmi 
le remboursement de laquelle il souscrit deux billets égaux, payables i{ 
premier dans 1 an, le second dans 2 ans. Trouver le montant de chaqM 
billet, Vescompte en dedans étant de 5®. 

L'escompte étant en dedans, l' de la somme empruntée équivaut à l'OJ 

payable dans 1 an ou à l'IO' payable dans 2 ans (626) : l' du premier billf 

20' 
vaut donc, actuellement, 1 : 1*05 = ^j-, et 1' du second billet vau| 

10' 

1 : riO = T7-. Par suite, si les deux billets étaient de l' chacun, ilsvaudraienl 
11 ' 

ensemble, actuellement, âr + tt = sôt- Gomme ils valent ensemble,) 

21 11 231 



{*) Soient A, A', A^^... les valeurs nominaies de divers billets, payables respectivemei 
dans n, n\ n^', ... unités de temps, et soit r le taux par franc et par an de Tescomple 
dedans; Téchéance moyenne x d*un billet unique, égal à la somme des billets proposés, c^l 
donnée par l'équation 



, A^ , A^^ _ A 4- A^ + A^^ + ■♦« 



\ -{- m ' i -\- m' 1 + m" ' *" 1 -j- 

On voit que, dans Vescompte en dedans, l'échéance moyenne varie avec le taux de rescofflpt0»| 
ainsi qu'avec la date à laquelle on rapporte les valeurs des divers billets. 
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430f 
actuellement, 7955^, chaque billet est donc d'autant de francs que ^kt- 

sont contenus de fois dans 7955^, ou 7955 : ||^ = 4273*50^ (*). 



Escompte composé. 

630. L'escompte est composé lorsque la somme payée au porteur, 
augmentée de ses intérêts composés jusqu'à l'échéance, égale la valeur 
nominale ou le montant du billet. 

L'escompte composé est donc V intérêt composé de la valeur actuelle du 
billet depuis le jour du paiement jusqu'à celui de l'échéance. 

Les problèmes d'escompte composa se résolvent de la même manière que 
les problèmes d'intérêt composé : la valeur actuelle du billet représente le 
capital placé, et la valeur nominale du billet est le capital définitif. 

631. Problème 113. Trouver V échéance moyenne de trois billets, le 
premier de 39238*35^, payable dans 2 ans, le deuxième de 70304^, 
payable dans 3 ans, le troisième de 79715*10^ payable dans 6 ans, le 
taux de V escompte composé étant ^. 

* Le montant du billet unique est de 39238-35^ 4- 70304^' + 79715-10^= 
189257*45^ et son échéance doit être telle que sa valeur actuelle égale la 
somme des valeurs actuelles des trois billets, ou (605) 

39 238'35 f 70304^^ ^ 
y 042 1 04^ 1 04® 



n On a, entre fescompte en dehors et Tescompte en dedans, les relations suivantes, dont 
)a seconde et la troisième n'avaient pas encore été signalées : 

4o L'escompte en dehors d'un billet est égal à l'escompte en dedans, plus l'intérêt de 
cet escompte en dedans ; 

30 La valeur nominale d'un billet est égale au produit des escomptes en dehors et en 
dedans, divisé par leur différence; ou, autrement, l'inverse de la valeur nominale d'un 
billet est égal à la différence des inverses des escomptes en dedans et en dehors (669); 

3« Si l'on considère le taux par franc et par an de l'escompte en dehors et le taux par 
franc et par an de l'escompte en dedans, qui donnent le même escompte, le temps qui sépare 
le jour du paiement de celui de l'échéance est égale à la différence de ces deux taux 
divisée par leur produit, ou, autrement, à la différence des inverses de ces taux. 
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On est donc ramené au problème suivant : 

rn billet de 189 2o7'4of a une valeur actuelle de 161 778-06*', h taux 
de r escompte composé étant 4J. Quelle est V époque de V échéance? 
On trouve 607) que le billet est payable dans 4 ans (*). 



CHAPITRE XVI 

DES ZiSN'TSS SX7Zi X^'é'TJ^'r 

632. Lorsqu'un gouvernement veut contracter un emprunt, il émel 
des obligations pour le montant du capital à emprunter. On dit, par exemple, 
qu'il émet ces obligations au cours de 90, s'il demande 90^ en argent pour 
une valeur nominale de 100^ L'obligation est ordinairement payée pat 
parties à des époques déterminées, ou au comptant avec escompte. Elle 
donne droit à la i^ente, c'est-à-dire aux intérêts, à un taux déterminé, de 
la valeur nominale. La rente est ordinairement payable par semestre. 

Les litres de rente sont dits nominatifs, lorsqu'ils sont inscrits au nom 
du possesseur dans le grand livre de la dette publique, et ait porteuVy 
lorsqu'ils ne portent aucun nom. 

Les acquéreurs primitifs des obligations peuvent les céder à d'autres. 
Le prix de vente varie suivant les circonstances. Le prix moyen, journel- 
lement coté à la Bourse, s'appelle le cours de la rente. On dit, par exemple, 
que la rente 3^ est au cours de 98|, lorsqu'on paie 98*50^ pour un capital 



n Soient A, A', A'\... les valeurs nominales de divers billets, payables respectivement 
dans n, n' , n'\,., unités de temps, et soit r le taux par franc et par an de rescompte com- 
posé : réchéance moyenne x d'un billet unique, égal à la somme des billets proposés, est 
donnée par l'équation 

A , A^ , A^^ , ^ A-f-A^-f -A^^ + ... 

(t ^- r)n "*" (1 -I- r)»' "^ (1 + rK' "T" •- (i \. r)« 

On voit que, dans Xeiconvpie composé, l'échéance moyenne varie avec le taux de Tescomple. 
mais qu'elle est indépendante de la date à laquelle on rapporte les valeurs des divers billets. 

On simplifiera donc, dans la pratique, la recherche de féchéance moyenne, en rapportant 
les dates des échéances des divers billets à la date de féchéance du billet qui devrait être payé 
le premier. 
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nominal de 100^ produisant 3^ d'intérêt annuel. Quand le cours est 100, on 
dit que la rente est au pair. 

Les ventes et achats de rente se font par l'intermédiaire des agents de 
change^ qui prélèvent, pour leur entremise, 1 pour 1 000 du capital de vente ou 
d'achat; cette rémunération ou courtage est payable à la fois par le vendeur 
et par l'acheteur. L'acquéreur de rentes paie au vendeur, outre la valeur des 
titres au cours du jour, les intérêts échus au moment de leur négociation. 

Pour éteindre ou amortir l'emprunt, l'État prélève, chaque année, sur 
les impôts, une certaine somme, dont une partie est consacrée au service 
de la rente, et l'autre au rachat d'obligations qui sont ensuite annulées. 
Comme cette deuxième somme s'accroît, chaque année, des arréragea ou 
intérêts des rentes rachetées, l'emprunt peut être remboursé dans un 
temps relativement court. Quelquefois l'emprunt n'est pas amortissable; 
il constitue alors une rente perpétuelle, 

633. Problème 114- La rente 3^ étant au cours de 101 '20^, quel 
'capital faut-il débourser pour avoir 1500^ de rente? 

Pour avoir 3** de rente, il faut payer 101*20^. 

101*20^ 
Pour avoir 1^ de rente, il faut payer 3 fois moins, ou — ^— 

101*20^X1500 
Pour avoir 1500^ de rente, il faut payer 1500 fois plus, ou ^^-^ 

«=50600^. 

Si l'on tient compte du courtage, qui est de 1 pour 1000 du capital d'achat, 
:ilfaut payer, en outre, à l'agent de change, 50600^ : 1000 = 50*60^. 

" 634. Problème 115. On achète pour AO^SO^ du ^ au cours de iOVi^. 
tQuel sera le montant de la rente? 

Pour 101 "45^ on a 3^ de rente. 

3^ 
, Pour If on a 101*45 fois moins, ou TTvpr^* 

Pour 40580^ on a 40580 fois plus, ou — fôï^îl"" "^ ^^^^ 

\ 635. Problème 116. On a dépensé 19902^ pour se faire 535^ de rente 
'\ Quel était le cours de la rente? 



n 



- 3&4 — 

Pour avoir 535^ de rente, on paie 19902^ 

Pour avoir l^de rente, on paie 535 fois moins, ou -^^ — • 

Pour avoir SJ^ de rente, on paie 2Î fois plus, ou k^~ — = ^^• 

686. Problème 117. En achetant du 2|î à 93*75, à quel taux réel 
place-t'On son argent? 

93*75^ de capital rapportent 2"50f. 

2*50^ 

l^de capital rapporte 93*75 fois moins, ou q^r^- 

100^ de capital rapportent 100 fois plus, ou — qô^tk — "=" ^F- 

Ainsi, en achetant du m au cours de 93'75, on place son argent au 
taux réel de 21 S. 



8 



*637. Problème 118 f). Le gouvejmement belge a contracté en 1854 un 
emprunt de 26964600^ au cours de 90, portant intérêt à 4j§ à partir du 
1*' mai 1854, et garanti contre toute conversion avant 1861 (**). Sur cette 
somme, cinq millions ont été réservés au public^ qui a été admis à souscrire 
le ^6 juin. Les souscriptions se sont élevées à 172279000^^, de telle sorte 
qu'on a dû réduire au ^ chaque souscription. Les conditions de paiement 
par obligation de \^(i^^ étaient ou de payer 90^ le i^^ juillet , le i^ août, le 
15 novembre, le 1'''' février, le 1**" mai, le 1®^ octobre, le 1*"" novembre et 
le l®*" décembre et 180^ /e 31 décembre, ou de payer le tout au comptant 
le 1®' juillet avec escompte de 4g Van. Il était en outre alloué \% de com- 
mission sur la valeur nominale des obligations. Cela étant, on demande : 

1** Poîir quelle somme aurait dû souscrire une personne désirant avoir 
quatre obligations, si elle avait pu prévoir le résultat de la souscription ; 

2° Le coût de ces quatre obligations, dans Vhypothèse d'un paiement 
comptant; 

3° Le cours réel correspondant au cours apparent 90 ; 

4** Le taux de V intérêt retiré du capital employé; 



{*) S.N'OEGK, Cours d'Arithmétique, page 229. 

r*) On appelle conversion de la rente l'opération par laquelle le gouvernement abaisse le 
taux de la rente. Le 4î l beige a été converti en 4^ en 1879, en 3^ ^ en 1886 et en 3^ en 1895. 
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S*' Le montant des intérêts gagnés par anticipation ; 

6® Le gain que cette personne aurait réalisé en vendant le 28 juin ses 
quatfe obligations à la Bourse de Bruxelles, sachant que cette rente était 
cotée 93|. 

1<* Chaque souscription ayant dû être réduite au ^, cette personne 
aurait dû souscrire pour 34 fois 4 obligations de 1000^ ou pour 136000^. 

2* En payant comptant, elle jouissait, pour chaque obligation, de 
l'escompte de 90^ pour lOG^ mois, ce qui donne 3r95^, et, pour les 
quatre obligations, 127*80^. De plus, la commission de |§ sur 4000^ 
s'élève à 10^. Elle n'avait donc à payer que 3600^ moins 127*80^ moins lOf 
ou 346220^. 

3^ Elle a payé 3462'20f pour un capital nominal de 4000^, ce qui 
correspond à 86*55^ pour un capital nominal de 100^ : le cours réel est 
donc 86^. 

4° Le capital payé 3462 '20^ produisant un intérêt annuel de 180^, c'est 
comme s'il était placé à 5^f environ. 

S** Les intérêts gagnés anticipativement sont ceux de 4000^ du l^"" mai au 
i«*' juillet, c'est-à-dire pendant 2 mois : ils sont donc le \ de 180^ ou 30^. 

6** Enfin, en revendant ses quatre obligations au cours de 93f, cette 
personne aurait reçu 40 fois 93*75^ ou 3750^. Elle aurait donc réalisé 
un bénéfice de 3750^— 3462-20^=287*80^. 

Les intérêts que l'acheteur lui paierait outre le capital étant ceux aux- 
quels la possession des titres lui donnerait droit au moment de la négo- 
ciation, il n'y a pas lieu d'en tenir compte dans le calcul du gain réalisé. 

Obligations des villes et des sociétés, 

638. Le capital d'une société financière, commerciale ou industrielle 
est formé ^'actions donnant droit à un dividende variable, dépendant des 
bénéfices annuels de la société. 

De même que l'État, les villes et les sociétés ont souvent recours à des 
emprunts, et émettent des obligations donnant droit à un intérêt fixe. 
Ces obligations sont remboursables, quelquefois avec prime, par voie de 
tirages ayant lieu à des époques déterminées. 

25 
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Dans la cote de certaines obligations, les intérêts échus sont compris 
dans le cours du jour (*). 

689. Problème 119. Une société s est fonnée au capital d'un million, 
divisé en 1000 actions de 1000^ chacune. Elle a fait, dans le couj^s d'une 
année, un bénéfice de 86266■25^ Les statuts allouent à la direction 20| 
de ce bénéfice. Quel est le dividende à répartir entre les associés? 

Après que la direction a prélevé sa part, il reste à répartir entre les associés 
les 0'80 de 86266'2of, ou 69013', soit 69'013f de dividende par action. 

640. Problème 120. QuaJid on achète, au courts de 27ro0^ des obli- 
gations remboursables à 500' et rapportant io' d'intérêt, à quel taia 
place-t'On son argent, et quel bénéfice réalise-t-on siir six obligations dont 
une est sortie au tirage et dont les cinq autres sont revendues 276' Cunet 

En achetant au cours de 271 '50' des obligations qui rapportent lo' 

15' X 100 
d'intérêt, on place son argent au taux de g^,..^^ = 5'525o. 

Les six obligations ont été achetées 1629'. L'une de ces obligations a été 
remboursée 500' et les cinq autres ont été revendues 1380'. Le bénéfice 
réalisé est donc de 500' + 1380' — 1629' = 251'. 

Des opérations de Bourse, 

*641. Il y a trois espèces d'opérations à la Bourse : 

1** L'opération au comptant, qui consiste à acheter ou à vendre une 
valeur pour s'en livrer ou en livrer l'acheteur immédiatement ; 

2° L'opération à terme et ferme, qui consiste à acheter ou à vendre 
aujourd'hui une valeur pour ne s'en livrer ou n'en livrer l'acheteur que le 
15 courant ou fin du mois; 

3° L'opération à terme et à prime, qui est un achat ou une vente à terme, 
avec la condition que l'acheteur ait le droit de renoncer à se livrer, en aban- 
donnant au vendeur la prime qu'il lui paie en contractant le marché. Cette 
prime s'énonce ainsi : dont 50 centimes, dont 1 franc, dont 10 francs, etc. 



{*) L'appât des primes fait ordinairement monter les obligations, ou lots des viHes et des 
sociétéSfà un cours qui est hors de toute proportion avecTespérance mathématique de les obtenir. 
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Les primes se répondent à l'échéance, c'est-à-dire que l'acheteur déclare 
alors s'il entend lever ou abandonner sa prime. Lever sa prime, c'est se 
livrer des titres achetés conditionnellement ; dans ce cas, le montant de la 
prime payée est imputée sur le montant du marché. Abandonner sa prime, 
c'est renoncer à se livrer des titres achetés conditionnellement; dans ce cas, 
la prime est acquise au vendeur. 

Les opérations à terme se font par 50000^ de capital nominal pour les 
rentes et par 25 000^ de capital nominal pour les autres valeurs. 

A moins de conventions contraires, l'acheteur à terme a le droit de 
devancer l'échéance et de forcer son vendeur à le livrer; c'est ce qu'on 
appelle, en terme de Bourse, escompter son vendeur. 

Lorsqu'un acheteur, qui a conclu un marché ferme, ou qui a déclaré 
lever sa prime, n'a pas les capitaux nécessaires, le vendeur a le droit de 
vendre les titres au cours du jour et de lui faire payer la différence; c'est 
ce qu'on appelle exécuter l'acheteur. L'exécution est la faillite de l'homme 
de Bourse. 

Au lieu de se laisser exécuter, l'acheteur peut presque toujours trouver 
un capitaliste, qui, moyennant le paiement de la différence et un certain 
bénéfice, consent à lever les titres et à les lui revendre pour la prochaine 
liquidation ; c'est ce qu'on appelle se faire reporter, 

La spéculation à la Bourse consiste à acheter en baisse et à revendre en 
hausse. Comme les achats et les ventes peuvent se faire au comptant, 
à terme ferme, à terme et à prime, comme aussi les ventes peuvent se faire 
à couvert ou à découvert, c'est-à-dire en ayant ou non en sa possession, au 
moment de la vente, les titres vendus, il s'ensuit que les achats combinés 
avec les ventes peuvent donner lieu à vingt-sept opérations différentes. 

Nous sortirions des limites de cet ouvrage, si nous en disions plus sur 
un sujet aussi étendu. Nous ne pouvons toutefois omettre d'ajouter que la 
morale des opérations et des manœuvres de Bourse n'est guère qu'une 
morale de convention, n'ayant le plus souvent rien de commun avec la justice 
naturelle ; et que le résultat le plus constant de ces opérations est d'enrichir 
la haute banque et les agents de change, aux dépens des petits capitalistes. 
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CHAPITRE XVII 

642. Les opérations de change ont pour but d'efifeçtuer des paiements 
d'une place à l'autre, sans aucun transport de numéraire. 

Si Ion veut, par exemple, de Paris, payer une certaine somme à Londres, 
on achète d*un banquier de Paris une lettre de change sur un banquier \ 
de Londres. On adresse cette lettre à son créancier, et celui-ci en touche 
le montant, énoncé en monnaie anglaise, chez le banquier de Londres. 

Le cours du change est exprimé par les quantités de monnaie des deux 
pays qui s'équivalent au moment du change . 

On appelle arbitrage la comparaison que Ton fait des cours des diverses 
places, afin de connaître la voie la plus avantageuse pour acquitter une 
dette ou payer une créance. 

643. Problème 121. Quelle cM, à Londres, la valeur en livres sterling 

d'un effet de 1000^ sur Pains à 2 mois d'échéance? On suppose que le cours 

du change à Londres est le suivant : Paris — 3 mois — 2S'21 — 3|, 

c'est-à-dire que Von donne, à Londres, 1 livre sterling pour 25*21^ payables 

à Paris à V échéance de 3 mois, ou avant cette échéance avec escompte de 3§. 

On a : 

X livres sterling à vue = 1000 francs à 2 mois; 

n francs à 2 mois = 100 francs à 3 mois; 

25*21 francs à 3 mois = 1 livre sterling à vue; 

d'où (516) 






1000 X 100 
n X 25-21 ' 



Pour calculer n, on observe que 100^ à 3 mois valent, à 2 mois, 10(Kj 
moins l'escompte de 100^ pour 1 mois, ou 100 — ^ ==.- 99|f. On a do 

_ 1000 X 100 __ 

99f X 25-21 — ^^ ''• 
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Ainsi la valeur en espèces, à Londres, d'un effet de 1000^ sur Paris, 
à 2 mois d'échéance, est 39'77 livres sterling, ou (454) 39 livres sterling 
1 5 shillings 5 pence. 

*644. Problème 122. Éta^it données les cotes (rAmsterda7n et de Paris, 
on demande : 

i^ Le moyen le plus économique d' acquitter , à Paris, une dette de 
500 florins, contractée envers un correspondant d'Amsterdam; 

2° Le moyen le plus avantageux de recouvrer, à Paris, une créance de 
500 florins, due par un correspondant d'Amsterdam; 

3" L'opération à faire, à Paris, par %in spéculateur qui dispose de 1 00 000^. 

Cote d'Amsterdam : 

Paris — 2 mois — 47*08 florins pour 100^ — escompte 3g. 
Londres — à vue — 12 florins pour 1 livre sterling. 

Cote de Paris : 

Amsterdam — 3 mois — 209^ j^owr 100 florins — escompte 3|§. 
Londres — 3 mois — 25*16' pour 1 livre sterling — escompte 3|§. 

Pour le papier sur Paris, on a : • . 

X francs à vue = 500 florins à vue; 
47*08 florins à vue = 100 francs à 2 mois; 

100 francs à 2 mois = n francs à vue; 

d'où 

_ 500 X 100 X n 

^ "" 47*08 X 100 ' 

ou, à cause de n = 99|, x = 1056'7F. 
Pour le papier sur Amsterdam, on a : 

X francs à vue = 500 florins à vue ; 
n florins à vue = 100 florins à 3 mois; 

100 florins à 3 mois = 209 francs à vue; 

d'où 

• 500 X 100 X 209 

^ "" w X 100 
ou, à cause de n = 99|, x = 1054•22^ 
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Pour le papier sur Londres , on a : 

X francs à vue = 500 florins à vue ; 

12 florins à vue = 1 livre sterling à vue; 

n livres sterling à vue = 100 livres sterling à 3 mois; 

1 livre sterling à 3 mois = 25*16 francs à vue ; 

d'où 

500 X 100 X 2516 






12 X n 



ou, à cause de n = 99|, x = 1057*59^. 

On voit : 1° que, pour acquitter une dette de 500 florins, contractée 
envers un correspondant d'Amsterdam, on dépense à Paris : 

1056'71^ si l'on fait tirer d'Amsterdam sur Paris; 
1054*22^, si l'on achète du papier sur Amsterdam; 
1057*59^ si l'on achète du papier sur Londres : 

il est donc préférable d'adresser à son correspondant d'Amsterdam des 
valeurs sur Amsterdam. 

On voit : 2** qu'en recouvrant une créance de 500 florins, due par un 
correspondant d'Amsterdam, on encaisse à Paris : 

1056"7V', si l'on reçoit du papier sur Paris ; 
1054*22^, si l'on reçoit du papier sur Amsterdam ; 
1057 '59^ si l'on reçoit du papier sur Londres : 

il est donc préférable de se faire adresser de son correspondant d'AmsIer- 

dam des valeurs sur Londres. 

On voit : 3° qu'en achetant à Paris des valeurs sur Amsterdam pour 

1054*22^, on peut faire encaisser, à Amsterdam, 500 florins à vue, et que, 

pour ces 500 florins, on peut se faire adresser d'Amsterdam des valeurs 

sur Londres, qu'on revendra 1057*59^ à Paris : on peut donc gagner, 

3*37^ sur un capital de 1054*22^, et, par suite, sur un capital de lOOOOO^, 

on peut gagner 

3-37f X 100000 ^,^.„, 
1054-22 =319 67. 
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CHAPITRE XVIII 

DES COIw^FXJBS COUR-A-TSTTS ET D'IKrTÉÏiÊTS 

*645. Un compte courant et d'intérêts est un tableau, divisé en deux 
parties, doit et avoir, qui présente, par ordre de dates, les valeurs dues 
réciproquement par deux personnes, avec les intérêts, escomptes, com- 
missions, pertes de place, ainsi que le solde définitif dû par l'une des deux 
personnes à l'autre. 

*646. Problème 123. M. Lambert, banquier à Bruxelles, a réglé le 
-compte de M. Legrelle, négociant à Anvers, le 31 décembre 1895 : ce 
compte se soldait par une somme de 9820^ en faveur de M. Legrelle. 

Le 5 février 1896, M. Legrelle irmet à M. Lambert, en espèces, 5520^. 

Le i6 mars, M. Lambert paie, pour le compte de M. Legrelle, 781 5^. 

Le 30 mai, M. Legrelle remet à M. Lambert mi effet de 3960'', payable 
au iO piin. 

Le \\ juillet, M. Lambert avance à M. Legrelle une somme de 4500^ 

Enfin, le 2o octobre, M. Lambert remet à M. Legrelle mi effet de 
3645^ payable aw 15 novembre. 

On propose de régler, au 31 décembre 1896, le compte de M. Legrelle 
avec son banquier. 

Le taux de Vintérét est de 4§ pour le négociant et de 4j § pour le ban- 
quier. De plus, le banquier prend une commission de\l sur les sommes 
qu'il encaisse. 

Pour régler de pareils comptes, on porte à Vavoir, comme on le voit au 
tableau ci-joint, les sommes dues au négociant, ainsi que les intérêts de 
ces sommes à la date de la clôture du compte; on porte au doit les 
sommes dues au banquier, ainsi que les intérêts de ces sommes à la date 
/ -de la clôture du compte et la commission du banquier sur les sommes 
qu'il a encaissées : la différence entre Vavoir et le doit constitue, suivant 
les cas, le solde créditeur ou le solde débiteur du négociant, le jour où 
Ton a clôturé le compte. 
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Il n'y a lieu d'expliquer que la manière de calculer les intérêts. 
Représentons, pour abréger, par A, B, C les trois sommes dues au 

négociant, et par D, E, F les trois sommes dues au banquier. 
Les intérêts à 4^ dus au négociant sont ceux de la somme A pendant 

365 jours, de la somme B pendant 329 jours et de la somme G pendant 

204 jours. Ces intérêts sont (599) le g^W ^^ ^^ somme 

A.365 + B.329 + C.204, 

; ou, en prenant les compléments à 365 des nombres 365, 329, 204, le 
. gjfôô de la somme 

A(365 — 0) -f B(36o — 36) + C(365 — 161), 

ou de la diiférence 

(A + B + C)36o — (A.O 4- B.36 + C.161). 

\ 

On observe que les nombres 365, 329, 204, qui désignent les nombres 

I de jours à courir depuis f échéance de chaque somme jusqu'à la clôture du 

compte, sont remplacés par les nombres 0, 36, 161, c'est-à-dire par les 

\ nombres de jours courus depuis V ouverture du compte jusqu'à l'échéance 

^ de chaque somme. 

On trouve, pareillement, que les intérêts à 4| ^ dus au banquier sont 
l le -^ de la somme 

D.290 + E.173 + F.46, 
ou de la diiférence 

(D + E + F)365 — (D.75 + E.192 + F.319). 



i 



Dans la pratique, on multiplie les sommes AH-B + CetD + E + F 
[■ par 360, au lieu de les multiplier par 365. 

Le compte se solde par une somme de 361 5*64^ en faveur de M. Legrelle. 

La méthode précédente, dite rétrograde ou indirecte, permet de dresser 
le compte courant au fur et à mesure des remises réciproques, et de 
I-! l'arrêter à une époque quelconque. 
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*647. Problème 124. M^me pivblème que le précèdent, le^ intérêts 
étant réciproques et au taux de 4§. 

Lorsque le taux de Tintérèt est réciproque^ il suffit de porter, au doit 
ou à Xavoiry suivant les cas, la balance des intérêts, c est-à-dire la diffé- 
reuce entre les intérêts dus au négociant et les intérêts dus au banquier. 

Comme on Ta vu précédemment, les intérêts à ^ dus au négociant 
sont le j^ de la différence 

(A + B + C)360 — (A.O + B.36 + C.161). 

Pareillement, les intérêts à 4| dus au banquier sont le ^^ de la 
différence 

(D + E + F)360 — (D.75 + E.192 + F.319). 

La balance des intérêts, à l'avantage du négociant, est donc le ^^ de 
la balance des nombres, c'est-à-dire de la différence 

(A + B + C)360 - (A.O + B.36 + C.161) 
— (D + E + Fj360 + (D.75 + E.19!2 + F.319), 

ou, en désignant la balance des capitaux (A + B + C) — (D + E + F) 
par M, le ^^ de la différence 

(D.75 + E.192 + F.319 + M.360) — (A.O + B.36 -i- C.161). 

Ainsi, pour calcitler la balance des intérêts : 1® on écrit le produit de 
chaque somme, au doit et à /'avoir, par le nombre de jours compris 
entre celui oii Von ouvre le compte et celui de V échéance de cette somme; 
2° on écrit, du côté où la somme des capitaux est la plus faible, le produit 
de la balance des capitaux par 360, ou, plus généralement, par le nombre 
de jours compris entre celui oie Von outre et celui oii l'on clôture le compte; 
3" on écrit, du côté oit la somme des nombres est la plus faible, le quotient 
de la balance des nombres par le diviseur correspondant au taux de 
Vintérèt : ce quotient est la balance cherchée des intérêts. 

Le compte se solde par une somme de 3659*15^ en faveur de M. Legrelle. 
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CHAPITRE XIX 

IDES j^N^Jxrmks 

648. On appelle annuité une somme, ordinairement constante, payable 
chaque année, ou, plus généralement, à des intervalles de temps égaux. 

649. Problème 125. Une somme de 1250^ est payable pendant 40 anfiées 
consécutives, au commencement ou à la fin de chacune de ces dix annm : 
quelle est, au bout de ce temps, la valeur des dix annuités, si Von tient 
compte des intérêts composés au taux de 4§? 

1** Supposons d'abord Tannuité payable au commencement de chaque 
année. 

La première annuité peut être placée à intérêt composé pendant 10 ans, 
et elle vaut, après ce temps, 1250^ X l'04i<' (604); la deuxième annuité 
peut être placée pendant 9 ans, et elle vaut, après ce temps, 1250'' X 1*04®, 
et ainsi de suite jusqu'à la dernière annuité, qui peut être placée pendant 
1 an, et vaut, après ce temps, 1250^ X r04. On a donc, pour la valeur 
totale des dix annuités, au bout des 10 ans, 

V=1250fxr04io + 1250fxr04» + ...-f-1250fxr042 + 1250fXl-04, 

ou 

V = 1250f X r04 X (1 -f 1-04 + ... + r048 + l'04»). 

La quantité entre parenthèses est la somme des termes d'une pro- 
gression par quotient dont le premier terme est 1, la raison 1*04 et le 
dernier terme 1*04^; elle est donc égale (396) à 

l'04« X r04 — 1 . 1 '04^Q — 1 

ro4 — 1 ^^^ 0*04 • 

Par suite, la valeur des dix annuités, au bout des 10 ans, est 

VÇSlio I 0*48024428 

V = 1250fxr04xi-'^î^^ 

04 04 

2^ Si l'annuité est payable à la fin de chaque année, on a 

V == 12S0f X 1*04» + 1250f X 1*048 + ... + 1280^ X 1*04 + 1280^, 



J 
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ou 

1 -0410 1 '4.8 024. 428 

V = 1250f X \.ç^^ = 1250^ X 1^^-^-^ = 15007-63^. 

660. Problème 126. Unesomme de \^b0^est payable pendant 10 années 
consécutives, au commencement ou à la fin de chacune de ces dix années : 
quelle est la valeur actuelle des dix annuités, si Von tient compte des 
intérêts composés au taux de 4§? 

1* Supposons d'abord l'annuité payable au commencement de chaque 
année. 

La première annuité, payable au commencement de la première année, 

vaut, actuellement, 1250^; la deuxième annuité, payable au commence- 

; ment de la deuxième année, vaut, actuellement, c'est-à-dire 1 an plus tôt, 

TvïT" (605) ; la troisième annuité, payable au commencement de la troi- 

1 250' 

sième année, vaut, actuellement, c'est-à-dire 2 ans plus tôt, . .^ .^ , et ainsi 

i 

: de suite. On a donc, pour la valeur actuelle totale des dix annuités, 

1280^ 1250^ , 1250^ 1250^ 

ou, en multipliant tous les termes par 1*04®, 

■tX r049 = 1250^ X r04» + 1250fX r048+ ... + 1250f X r04 + 12o0f 

= 1250^ X (1 + r04 + ... + 1"04^ -h 104») 

l-04io_i 
= 1250' X ^4—, 

.d'où 

-^ 1250r X ^'^^^'-^ - 1250r x _ Q'48024428 _ ,054416' 
^ ^^^^ ^ 104» X 0-04 "" ^"^^^ ^ 1-42331181 X 0*04 '"^** '^ ' 

2» Si l'annuité est payable à la fin de chaque année, on a 

_ 1280f , 1250f , , i2oOf 1250^ 

^ "~ TÔ4 r042 • ••• 104» l'04io' 
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ou 
t' = 12S0rx j^,;,--^.^^ = 12o0' X i-^024428;0-0 -i = '°^38-62V). 

661. Phoblème 127. Quelle est Vanmdté à payer à la fin de chaque 
année pour rembourser, en 9 ans, un emprunt de 100000^? On supposera 
que le taux de r intérêt est de Sg ou de 4§ et le taux de l'amortissement 
de 4§, et on dressera le tableau de V amortissement. 

1** L'annuité cherchée se compose de deux parties, Tune, de 5000^ ou 
de 4000^ destinée au paiement de Tintérêt annuel du capital emprunté; 
l'autre, d'une valeur inconnue, destinée à Y amortissement, ou à la formation 
d'un capital égal au capital emprunté. 

Si l'on désigne par x cette seconde partie de l'annuité, on a (649), pour 
la valeur du capital formé au bout des 9 années, 



d'où 



x^ X --^.^-,— = lOOOOOf, 

_ I QOOOQf X 0'04 __ 100000 ^ X 0'04 _ o^^Q-onf 
^- 1-04»- 1 "" 0-42331181 - »**5f dO . 



L'annuité totale, comprenant l'intérêt et l'amortissement, s'élève donc 

à 5000f + 9449-30^ =U449-30f, ou à 4000^+ 9449 '30^=1 3449 '30^ C), 

2° Pour dresser le tableau de l'amortissement, on fait la somme de Tamor- 



Soient a Pannuité, n le nombre d'années ou d'annuités, r le taux par franc et par an de 
rintérèt composé, V la valeur des n annuités, au bout des n années, et v la valeur actuelle, ou 
au commencement de la première année; on a 

V = a,l + r,x'i+f:ii. „(, + .,- = a x'-i±^, 

si rannuité est payable au commencement de chaque année, et 

r r 

si l'annuité est payable à la fin de chaque année. 

r*) Si Ton appelle A le capital emprunté, a l'annuité, n le nombre d'annuités, r le taux de 
l'intérêt et r' le taux de l'amortissement, on a 

(„_Ar,X^l±r^ = A. 

Si r' = r, celte formule devient 

(14-rr — 1 



i 
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tissement de la première année et de ses intérêts à 4| pendant la deuxième 
année; on ajoute l'amortissement de la deuxième année et ses intérêts à 42 
pendant la troisième année, et ainsi de suite jusqu'à la neuvième année, à la 
fin de laquelle on doit trouver un capital égal au capital emprunté. 
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652. Problème 128. Une Compagnie contracte un emprunt d'un million y 
au taux de 5§. Cet emprunt est divisé en 2000 obligations de, 500^, et doit 
être amorti en i'2 années. Calculer l'annuité, c'est-à-dire la somme que 
la Compagnie doit consacrer chaque année au paiement des intérêts et au 
rachat des obligations, et dresser le tableau de V amortissement, 

1** A la fin de la première année, la Compagnie doit, capital et intérêts, 
lOOOOOO' X r05, et elle paie, intérêts et amortissement, une certaine 
somme x : elle doit donc encore, à la fin de la première année, 

loooooo^x ro^-~ x^. 

A la fin de la deuxième année, la Compagnie doit, capital et intérêts, 
1000000^ X 1*052 _-. a;f X l'Oo, et elle paie, intérêts et amortissement, 
une somme x : elle doit donc encore, à la fin de la deuxième année, 

loooooof X ro52 _ ^f X ro5 — x^. 

Elle doit, de même, à la fin de la troisième année, 

lOOOOOOf X 1*053 — a:f X 1*052 _ ^f x r05 — x^. 
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et ainsi de suite, et, enfin, au bout de la douzième année, 

lOOOOOOf X 1-Ooi2 — jf X 4 '0511 — x^ X l'O^io _ ... _ ^f x r05 - ai^. 

Comme l'emprunt se trouve alors amorti, on a l 

1 000 OOOf X r0o»2—.rfx rOoii—.TfX 1 '0510 —...-. r^X roo-xf=o, 
doù 



ou 



d'où 



lOOOOOOf X r05i2=:.Tf X (1 + i'05 + ... +r 0510 4- l-Oo^i), 
lOOOOOOf X 1-05" ==xfX- J.-^^ —, 

lOOOOOOf X 10512 X 0-05 

X = 



1-0812 — 1 

lOOOOOOf X r 79 585 63 3 X 05 
0*79 585633 



= 112825 «f. 



2° Pour dresser le tableau de l'amortissement, on calcule, année pat^ 

■ 

année, l'intérêt des obligations en circulation et le nombre d'obligations 
que l'on peut amortir avec le surplus de l'annuité. Ce nombre d'obligations 
étant nécessairement entier, chaque annuité laisse un résidu que l'on 
ajoute, avec son intérêt à 5§, à l'annuité suivante. 
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CHAPITRE XX 

*663. Lorsque Taccroissement de la population par la succession 
des années est supposé se faire d'une manière régulière, la loi de cet 
accroissement est semblable à celle de l'accroissement d'un capital par 
l'accumulation des intérêts, c'est-à-dire que cet accroissement a lieu 
suivant une progression par quotient. Si, par exemple, la population d'une 
■ville est de 100000 habitants, et qu'elle s'accroisse, chaque année, de j^, 
! la population de cette ville, après 1, 2, 3, 4... années, sera respectivement 

^00000 X f^, 100000 X (Mi)2, 100000 X (|§i)3, 100000 X (f^)^... 

problèmes sur la population se résolvent donc de la même manière 
16 les problèmes d'intérêt composé. 

*664. Problème 129. La population de la Belgique était, au 
fi décembre 1831, de 378S814 habitants, et, au 31 décembre 1890, de 
)9321 habitants. Trouver V accroissement moyen annuel de la popula- 
w en Belgique. Après combien de temps sera-t-elle doublée? 
1* Si l'on désigne par k le rapport, supposé constant, dans lequel croît 
inuellement la population en Belgique, on aura 

3785814 X (1 + A:)69 = 6069321, 
M 

log (1 4- A;) = 0-00347, 1 + A: = 1*008, k = 0'008. 

L'accroissement moyen annuel de la population est de 0*008 ou 7^. 
S*" Si l'on désigne par n le temps après lequel la population sera dou- 

ij on aura 

(1 + A;)« = 2, 

_ log 2 _ 0-30103 _ 
"" ~ log (1 + k) ~ 0^00347 ~ ^' ^"^• 

population sera doublée en 87 ans. 

26 
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CHAPITRE XXI 

PZ%OBi:.:iÈ2»C£.S DX7 SECOXvTZD ZD£Ca-Z%é 

666. On appelle problèmes du second degré ceux dont la solution algé- 
brique dépend 4|une équation du second degré. 

Un certain nombre de ces problèmes peuvent être résolus par l'Arithmé- 
tique, et, en particulier, ceux qui se ramènent à trouver deux nombres, 
connaissant leur produit, ainsi que leur somme (656), ou leur àiffé' 
rence (657), ou la somme ou la différence (658) de leurs inverses. 

*666. Problème 130, Trouver deux nombres, connaissant leur somme 
5| et leur produit 8| (530) (*). 

Pour n'avoir à faire qu'à des nombres entiers, supposons que l'on 
multiplie par 6 chacun des deux nombres cherchés : leur somme sera 
multipliée par 6, et, par suite, elle sera égale à 5| X 6 = 35, et leur 
produit sera multiplié par 36, et, par suite, il sera égal à 8| X 36 = 300. 

On est ainsi ramené à trouver deux nombres, connaissant leur sommeTô 
et leur produit 300 f *). 

Or, si l'on décompose 300 en deux facteurs entiers, de toutes les^ 
manières possibles, savoir (14-8), ; 



1 


2 


3 


4 


S 


6 


10 


12 


13 


300 


IbO 


100 


75 


60 


30 


30 


23 


20, 



on trouve que les facteurs qui ont pour somme 3o sont IS et 20. 
Par suite, les deux nombres cherchés sont 15 : 6 = 2| et 20 : 6 = 3^. 



(*) Par exemple, trouver les deux dimensions d'un champ rectangulaire, sachant qve 
son périmètre est de 5| décamètres, et sa surface de SJ ares. 

(**) On peut démontrer que, si la somme et le produit de deux nombres sont entiert, 
ces deux nombres sont aussi entiers. 
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On peut encore résoudre le même problème de la manière suivante : 

Le carré de la différence de deux nombres est égale au carré de leu? 
somme, diminué de leur quadiniple produit f). Le carré de la différence 
des deux nombres cherchés est donc égale à (5|)2 — 4X8^ = i|p — ^ 
= H. Par suite, cette différence est égale à la racine carrée de ||, ou à |. 

On est ainsi ramené à trouver deux nombres, connaissant leur somme 5| 
et leur différence |. 

Ces deux nombres sont 3| et 2| (660). 

*667. Problème 131. Trouver deux nombres, connaissant leur diffé- 
rence \\ et leur produit 12 (*). 

Si Ton multiplie les deux nombres inconnus par 6, on est ramené à 
trouver deux nombres, connaissant leur différence 1| X 6 ou 11, <ît leur 
produit 12 X 36 ow 432 P). 

En décomposant 432 en deux facteurs de toutes les manières possibles, 
savoir, 

1 2 3 4 6 8 9 12 16 18 

432 216 144 108 72 34 48. 36 27 24, 

on voit que les facteurs qui ont pour différence 11 sont 27 et 16. 
Par suite, les deux nombres cherchés sont 27 ; 6 = 4-{ et 16 : 6 = 2|. 

On peut encore résoudre le même problème de la manière suivante : 
Le carré de la somme de deux nombres est égal au carré de leur diffé- 
rence, augmenté de leur quadruple produit (****). Le carré de la somme des 
deux nombres cherchés est donc égale à (Ifj^ + 4. 12 = -^ + 48 = ^^. 
Par suite, cette somme est égale à la racine carrée de -^F, ou à 1\. 



y* On a 

(a — 6)2 = (a 4- 6)2 — 4a6. 

(**^) Par exemple, calculer la deux dimensions d'un rectangle, tachant que la longueur 
a (| mètre de plus que la largeur et que sa surface est de 12 mètres carrés. 

[***) On peut démonirer que, si la différence et le produit de deux nombres sont entiers, 

ces deux nombres sont aussi entiers. 

r***) On a 

(o + 6)2 = (a — 6)2 + 4o6. 
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On est ainsi ramené à trouver deux nombres, connaissant leur somme 7^ 
et leur différence i|. 
Ces deux nombres sont (660) 4| et 2|. 

*668. Problème 132. Un certain nombre de personnes ont été condam- 
nées à payer solidairement, par parts égales, une somme de 4200^. Tr^ots 
d'entre elles étant insolvables, cette circonstance augmente de 70^ la part 
de chacune des autres. On demande combien de personnes ont été condamnées. 

Soient m le nombre de pereonnes condamnées et n le nombre de per- 
sonnes solvables. 

La différence entre m et n étant égale à 3, on a m — w = 3. 

Si les m personnes eussent été solvables, chacune d'elles aurait payé la m* 

1 
partie de la somme totale, ou — . Comme n personnes sont solvables, 

1 

chacune de celles-ci doit payer la n^ partie de la somme totale, ou -. D'après 

11 1 

renoncé, la différence entre - et — est égale à 70^ ou à 70 : 4200 = ^7? de la 

w m ^ 60 

somme totale. Or = =: — . Donc — = 7777, ou, en réduisant 

n m mn mn mn bO 

3 3 

ces deux fractions au même numérateur. — = -r?^, d'où mn = 180. 
' mn 180 

On est ainsi ramené à trouver deux nombres m cf n, connaissant leur 
différence 3 et leur produit 180. 

Ces deux nombres sont 15 et 12, et, par suite, le nombre des personnes 
condamnées est 15. 

*6 68 . Problème 1 33. Calculer V escompte en dehors et V escompte en dedan s 
d'un billet de 8040^, sachant que la différence de ces escomptes est de 0*20^ 

On sait (629) que la valeur nominale d'un billet est égale au produit de 
ses escomptes en dehors et en dedans, divisé par leur différence. Par suite, 
le produit des deux escomptes est égal à leur différence multipliée par 
la valeur nominale du billet, ou à 0*20' X 8040 = 1608^. 

On est ainsi ramené à trouver deux nombres, connaissant leur produit 
1608 et leur différence 0*20. 

On trouve que les deux escomptes sont 40*20^ et 40^ 
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CHAPITRE XXII 

660. Problème 134-. La somme de deux nombres est 45 et leur 
différence est H. Quels sont ces nombre^'f 

Si Ton augmentait le plus petit nombre de 11, il deviendrait égal au 
plus grand, et la somme des deux nombres serait 45 + 11 ou 56. Donc 
le plus grand nombre égale 56 : 2 ou 28. 

De même, si l'on diminuait le plus grand nombre de 11, il deviendrait 
égal au plus petit, et la somme des deux nombres serait 45 — 11 ou 34-. 
Donc le plus petit nombre égale 34 : 2 ou 17. 

En général, de deux nombres^ le plus grand est égal à leur demi-somme 
plus leur demi-différence, et le plus petit est égal à leur demi-somme 
moins leur demi-différence. 

661. Problème 135. Trouver un nombre qui, divisé par 7, 8, 9, 10, 
12, 14, 15, donne respectivement pour restes 6, 7, 8, 9, 11, 13, 14. 

Si Ton augmentait le nombre cherché de 1, il serait exactement divisible 
par 7, 8, 9, 10, 12, 14, 15 : il serait donc un commun multiple de ces 
nombres, ou (188) un multiple de leur plus petit commun multiple 2520. 
Par suite, le nombre cherché est un multiple de 2520, moins 1, c'est-à-dire 
l'un des nombres 2519, 5039, 7559, 10079, 12599, etc. 

662. Problème 136. Quel même nombre faut-il ajouter aux deux 
termes de la fraction ^ V^'^ ^^^ ^^ nouvelle fraction soit égale à |? 

La différence entre les deux termes de la fraction ^ est 11 — 3 ou 8. 

Si Ton ajoute un même nombre aux deux termes de cette fraction, la 
différence entre les deux termes de la nouvelle fraction, no7i simplifiée, 
sera encore 8 (28). 

Mais, après simplification, cette différence est 7 — 5 ou 2. 

Pour la rendre égale à 8, il faut multiplier les deux termes de la 
fraction f par 8 : 2 ou par 4, ce qui donne ||. 
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Ainsi la nouvelle fraction, non simplifiée, est H : donc le nombre que 
Ton doit ajouter aux deux termes de la fraction ^ est 20 — 3 ou 28 — 11 
ou 17. 

r'?663. Problème 137. Trouver les dénominateurs des fractions ordi- 
naires irréductibles donnant naissance à des fractiotis dé-cimales périodiques 
simples, dont la période ait trois chiffres. 

Puisque la fraction périodique est simple et que la période a trois 
chiffres, la génératrice est une fraction dont le dénominateur est 999 (317). 
Après réduction de cette fraction à sa plus simple expression, le nouveau 
dénominateur est un diviseur de 999. Or les diviseurs de 999 sont 1, 3, 
9, 27, 37, 111, 333, 999. Tels sont donc les dénominateurs demandés. 

Toutefois, on ne peut admettre les dénominateurs 1, 3, 9, diviseurs 
de 9, qu'à la condition de prendre trois périodes pour une seule. 

664 Problème 138. La circonférence de la Terre étant égale à 
40000000™, trouver la longueur du mille marin, de 60 au degré de 
Véquateur. 

Les 360 degrés de l'équateur ayant une longueur de 40000000™, la 
longueur d'un degré égale 40000000™ : 360 = IHIU™; et, puisqu'il y 
a 60 milles marins au degré, la longueur du mille marin égale 
mm™ : 60 = 1852™. 

666. Problème 139. Un navire file 9 nœuds à V heure. Évaluer cette 
vitesse : 1° en milles marins; 2® en mètres. On sait que le nœud est la 120^ 
partie du mille marin (44-8) et que le mille marin, de 60 au degré de 
Véquateur, vaut 1852™ (664). 

1*' On dit qu'un navire file 9 nœuds à V heure, lorsque, le loch étant 
lancé à la mer, 9 nœuds filent entre les doigts du timonier, pendant le 
temps que l'ampoulette met à se vider, c'est-à-dire en 30 secondes. 

Ainsi, en 30 secondes, le navire parcourt 9 nœuds, ou -^ de mille 
marin ; en 1 minute ou 60 secondes, il parcourt 2 fois plus, ou ^ d< 
mille marin, et en 1 heure ou 60 minutes, il parcourt 60 fois plus, 
ou 9 milles marins. 
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On voit qu'un navire parcourt autant de milles à l'heure qu'il file de 
nœuds en 30 secondes; c'est pour cela que Ton dit qut7 file 9 7iœuds à 
Vheurey pour dire qu'i/ 'parcourt 9 milles à V heure. 

2° Le mille marin, de 60 au degré de l'équateur, valant 1852™, la 
vitesse du navire, en mètres, est 1852'" X 9 = leGOS*". 

666. Problème 14-0. Un ouvrier pourrait faire un certain ouvrage 
^w- 12*"; un autre pourrait le faire en \^^. Combien faudra-t-il de temps 
aux deux ouvriers, travaillant ensemble, pour faire cet ouvrage^ 

Le premier ouvrier fait, en 1*", le j^g de Touvrage, et le second en fait 
le Yi\ ils font donc ensemble, en 1**, ~ + -j^^ = ^ de l'ouvrage. 

Pour faire les ^ de l'ouvrage, il faut aux deux ouvriers l*" de travail. 

Pour faire ~ de Touvrage, il leur faut 3 fois moins de temps, ou |**. 

Et, pour faire tout l'ouvrage, il leur faut 20 fois plus de temps, 
ou f ^ ou 6f . 

On résoudrait de la môme manière le problème suivant : 

Une fontaine peut remplir un bassin en 12''; une autre fontaine peut 

le remplir en \o^. Combien faudra-t-il de temps aux deux fontaines, 

coulant ensemble, pour remplir ce bassin ? 

667. Problème 141. Deux courriers A. et B sont distants de 3*"" et 
marchent dans le même sens, A derrière B. k parcourt ^^^°^ à f heure, et 
B 4*^"*. Ap7'ès combien de temps le courrier A atteindra-t-il le courrier B? 

Le courrier A parcourt de plus que B, en 1 heure, 51""" — 4*^"* = 1|*"". 
Il lui faudra donc autant d'heures pour atteindre B, qui a une avance 
de S''"', que 1|*"" est contenu de fois dans 3''™, ou 3 : 1| = 2 heures. 

668 Problème 142. Un père a 40 ans, et son fils en a 12. Quand 
Vâge du père sera-'t-il triple de celui du fils? 

La différence des deux âges est constante et égale à 28 ans. Or, quand 
l'âge du père sera triple de celui du fils, la différence de leurs âges sera 
le double de l'âge du fils. Le fils aura donc alors 28 : 2 ==• 14 ans, et le 
père aura 14 X 3 = 42 ans. 

C'est donc dans 2 ans que l'âge du père sera triple de celui du fils. 
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669. Problème 143. Une montre marque midi, en sorte que 
raiguille des minutes est sur celle des heures. Quand se fera la prochaine 
rencontre des deux aiguilles f 

L*aiguille des heures parcourt, en 1 heure, 1 division du cadran, et 
l'aiguille des minutes en parcourt là, c'est-à-dire 11 de plus. On peut dire 
d'ailleurs que l'aiguille des minutes est en retard de 12 divisions sur 
celle des heures. Donc l'aiguille des minutes mettra autant de temps pour 
atteindre celle des heures que 11 divisions sont contenues de fois dans 
12 divisions, ou 12 : 11 == i^ heure. 

Ainsi la première rencontre des deux aiguilles aura lieu à 1/j- heiii^. 

670. Problème 14-4. Quel est le nombre de chiffres nécessaire pour 
écrire tous les nombres de l à 999991 Si l'on écrit la suite naturelle des 
nombres sans séparer les différents chiffres, quel sera le millionième 
chiffre de cette suite, et à quel nombre appartient-il? 

1° La suite des chiffres de 1 à 99999 se compose de 9 nombres d'un 
chiffre, de 90 nombres de deux chiffres, de 900 nombres de trois chiffres, 
de 9000 nombres de quatre chiffres, de 90000 nombres de cinq chiffres. 
Il faut donc, pour écrire tous les nombres de 1 à 99999, un nombre de 
chiffres égal à 

9 + 2.90 + 3.900 -f 4.9000 + 5,90000 = 488889. 

2** Le nombre de chiffres nécessaire pour écrire tous les nombres 
de 1, 2, 3, 4, S chiffres est 48&889. Pour avoir un million de chiffres, 
il faut donc encore en écrire 511111. Or, si l'on divise 511111 par 6, le 
quotient est 185185 et le reste 1. Il faut donc écrire, à partir et à compter 
du nombre 100000, 185185 nombres de six chiffres, plus encore le 
premier chiffre du nombre suivant. Il résulte de là que le millionième 
chiffre cherché est le premier chiffre 1 du nombre 185185. 

*671. Problème 145. Lorsqu'on soustrait un même nombre des deux 
termes d'une fraction plus grande que Vunité, cette fraction augmente. 
Qu'y a-t-il à dire si le nombre que l'on soustrait est égal au dénominateur 
de la fraction donnée? 
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Soit, par exemple, la fraction ^. Si, des deux termes de cette fraction, 
on soustrait le dénominateur 8, on obtient |, symbole qui n'offre pas de 
sens par lui-même. 

Pour l'interpréter, supposons qu'au lieu de soustraire 8 des deux termes 
de la fraction ^, on soustraie successivement les nombres 

7-9, 7*99, 7*999, 7*9999, 7*99999, etc., 

qui ont pour limite 8 (316) ; on obtiendra respectivement 

51, 501, 5001, 50001, 500001, etc. 

Ainsi, quand on soustrait des deux termes de la fraction ^ des nombres 
de plus en plus rapprochés du dénominateur 8, la fraction prend des 
valeurs de plus en plus grandes, et qui peuvent dépasser tout nombre 
donné, quelque grand qu'il soit. C'est ce que Ton exprime en disant que 
la fraction tend vers rinfiniy ou que |, forme qu'elle prend à la limite, 
est le symbole de Vinfini. 

*672. Problème 146. Quelle est la plus grande puissance du nombre 
premier 7 qui divise le produit des 1000 premiers nombres"! 

Il faut chercher le nombre des facteurs 7 qui entrent dans le produit 
des 1000 premiers nombres. 

Or, dans la suite des 1000 premiers nombres, il y en a 1000 : 7 ou 
142 qui renferment le facteur 7 au moins une fois. Ce sont les nombres 
7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, etc. 

Dans ces 142 nombres, il y en a 142 : 7 ou 20 qui renferment le 
facteur 7 au moins deux fois. Ce sont les nombres 49, 98, 147, etc. 

Enfin, dans ces 20 nombres, il y en a 20 : 7 ou 2 qui renferment le 
facteur 7 trois fois. 

Le nombre des facteurs 7 qui entrent dans le produit des 1000 premiers 
nombres est donc 142 + 20 + 2 = 164. 

Par suite, la plus grande puissance de 7 qui divise le produit des 
1000 premiers nombres est 7^®*. 



SUPPLÉMENT 



'673. Théorème I. Dans toute division de deux nombres entiers, si Von 
multiplie ou si l'on divise à la fois le dividende et le diviseur par un même 
nombre, le quotient entier ne change pas, mais le reste est multiplié ou 
divisé par ce nombre. 

Pour la démonstration de la première partie, voir le n" 81, 1**. 

Dans la seconde partie, on suppose que la division du dividende A et 
du diviseur B par le nombre entier m se fait sans reste. Si donc on appelle 
a eX b les quotients, on aura A = am et B = ^m. 

Cela posé, soient Q le quotient entier de A par B, et R le reste. Soient, 
de même, q le quotient entier de a par b, et r le reste. Je dis que Von a 
^ = Q et r = R : m. 

En effet, le quotient entier de a par b étant q et le reste r, si l'on 
multiplie le dividende a et le diviseur b par m, le quotient entier de am 
par bm, ou de A par B, sera, d'après la première partie du théorème, égal 
à q, et le reste à rm. Mais, par hypothèse, le quotient entier de A par B 
est Q et le reste R. On a donc ^ = Q et rm = R, ou g = Q et r = R : m, 
ce qu'il fallait démontrer. 

*674. Théorème II. Pour trouver le plus grand commun diviseur de 
plusieurs nombi*es, on divise, par le plus petit de ces nombres, chacun j 
des autres nombres; on opère de la même manière sur le plus petit nombre 
et les restes obtenus, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à des 
nombres dont le plus petit divise chacun des autres : ce plus petit nombre J 
est le plus grand commun diviseur des nombres donnés. 

Soient, par exemple, les quatre nombres A, B, G, D, et D le plus petit. 
Soient m, n, p les quotients de A, B, G par D, et A', B', G' les restes. 
Je dis que le plus grand commun diviseur des nombres A, B, G, D est le 
même que celui des nombres A', B', G', D. 



1 

3 
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En effet, des égalités 

A = mD + A', B = wD + B', C = pD + C, 

on déduit : 1<> que tout commun diviseur des nombres A, B, C, D est un 
commun diviseur des nombres A', B', C\ D; S** que tout commun diviseur 
des nombi'es A', B', C, D est un commun diviseur des nombres A, B, C, D. 
Il suit de là que les nombres A, B, C, D et les nombres A', B', C, D ont 
les mêmes communs diviseurs, et, par suite, le même plus grand commun 
diviseur, ce qui démontre le théorème. 

Le théorème subsiste si l'on prend les quotients par excès, ou si Ton 
remplace les restes par leurs compléments au diviseur. 

Cette manière de trouver le plus grand commun diviseur de plusieurs 
nombres est souvent plus rapide que celle qui a été donnée au n** 169. 

*675. Théorème III. Le 'produit de n nombres entiers est égal à leur 
plus petit commun multiple multiplié par le plus grand commun diviseur 
de leurs produits n — 1 à n — 1 . 

Ce théorème est la généralisation de celui qui a été démontré sous 
lesn^MB+et 202. 

Considérons les cinq nombres A, B, C, D, E, et appelons m le plus 
petit commun multiple de ces cinq nombres, et d le plus grand commun 
diviseur de leurs produits quatre à quatre, c'est-à-dire des produits 
fiCDE, ACDE, ABDE, ABCE, ABCD. 

Le produit ABCDE est un commun multiple des nombres A, B, C, D, E, 

€t, par suite, un multiple de leur plus petit commun multiple m (188). On 

peut donc poser 

(1) ABCDE = mP. 

D'autre part, d, divisant BCDE, divise ABCDE, qui est son multiple. 
On peut donc aussi poser 



. (2) 


ABCDE = dQ, 


et, dès lors, on a 




(3) 


mP — dQ. 
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m étant un multiple de A, soit m = hX, L'égalité (1) deviendra 

ABCDE = hAP, d'où BCDE = /iP. 

Ainsi P divise BCDE. On démontrerait, de même, que P divise ACDE, 
ABDE, ABCE, ABCD. Donc P est un commun diviseur des produits quatre 
à quatre des cinq nombres A, B, C, D, E, et, par suite, P divise le plus 
grand commun diviseur d de ces produits (170). On a donc 

(4) rf = PB. I 
d divisant BCDE, soit BCDE = kd. L'égalité (2) deviendra 

Alcd = rfQ, d'où kk = Q. 

Ainsi Q est un multiple de A. On démontrerait, de môme, que Q est© 
multiple de B, de C, de D, de E. Donc Q est un commun multiple ife 
nombres A, B, C, D, E, et, par suite, un multiple de leur plus peft 
commun multiple m (188). On a donc encore 

(5) Q = mS. 

Multiplions les égalités (3), (4), (5) membre à membre, et supprimoM 
les facteurs communs aux deux produits obtenus ; on aura 

1 =:BS, 

d'où B = 1, S = 4, et, par suite, P = rf, Q == m, et, dès lors, 

ABCDE = md, 
ce qu'il fallait démontrer. 






TABLE DES MATIÈRES 



LIVRE PREMIER. — LES OPÉRATIONS SUR LES NOMBRES ENTIERS. 

Chapitre I. Numération 11 

Numération romaine 17 

Chapitre II. Addition 18 

Chapitre III. Soustraction 23 

Chapitre I V. Multiplication 28 

Chapitre V. Division 38 

Méthode des compléments 49 

Chapitre VI. Élévation aux puissances 55 

Règle pour former le carré d'un nombre 56 

Chapitre VIL Extraction des racines 57 

Extraction de la racine carrée 58 

Extraction de la racine cubique 66 

Extraction d*une racine de degré quelconque 76 

Cas où le degré de la racine est un produit de plusieurs 

nombres 78 

Chapitre VIII. Recherche de l'exposant 79 

Chapitre IX. De quelques procédés de calcul rapide 81 

Chapitre X. Nombre et nature des opérations arithmétiques 83 

Chapitre XI. Des divers systèmes de numération 84 

LIVRE DEUXIÈME. — LES PROPRIÉTÉS ÉLÉMENTAIRES DES NOMBRES ENTIERS. 

Chapitre I. Caractères de divisibilité 87 

Divisibilité par 2 ^/f 5, 4 c/ 25, 8 ^/ 125 91 

Divisibilité par 3 et par 9 93 

Divisibilité par ii 94 

Dii;m^i7i7^;oar4, 6, 8, 12, 15, 18, 45 96 

Recherche des caractères de divisibilité 96 

Divisibilité par 7 97 

Divisibilité par l.ii, 13,27,37 100 

Recherche des diviseurs d'un nombre 100 

C/iapitre II. Preuves par un diviseur quelconque des opérations sur les 

nombres entiers 101 

Méthode du chiffre unique 103 

Chapitre III • Des nombres premiers 106 

Chapitre IV. Du plus grand commun diviseur de deux ou de plusieurs 

nombres 109 

'Chapitre V. Des nombres premiers entre eux 117 

Extension des caractères de divisibilité 121 

Chapitre VJ^' Du plus petit commun multiple de deux ou de plusieurs 

nombres 121 
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Chapitre VII, Décomposition des nombres en leurs fadeurs premiers , . [^ 

Chapitre VIIL Des diviseurs simples et composés des nombres 130 j 

Somh'es parfaits et nombres amiables I3i 1 

Chapitre IX. Composition du plus grand commun diviseur et du plus j 

petit commun multiple de deux ou de plusieurs nombres . 135 

LIVRE TROISIÈME. — LES FRACTIONS ORDINAIRES. 



Chapitre L 
Chapitre IL 
Chapitre III. 

Chapitre I V, 
Chapitre V. 

Chapitre VL 

Chapitre VU. 

Chapitre VIIL 



Chapitre L 
Chapitre IL 
Chapitre III, 
Chapitre IV, 
Chapitre V. 



Chapitre VI. 



Chapitre VIL 
Chapitre VIIL 



Chapitre IX. 
Chapitre X. 



Des fractions ordinaires 

Simplification des fractions 

De la réduction de plusieurs fractions à un même dénomi- 
nateur 

Addition et soustraction des fractions 

Multiplication des fractions 

Méthode des parties aliquotes '. 

Division des fractions 

Nombres réciproques 

Élévation aux puissances et extraction des racines des fractions 

Extraction des racines à moins d*nne unité entière ou frac- 
tionnaire 

Des fractions en général 

LIVRE QUATRIÈME. — LES NOMBRES DÉCIMAUX. 



uo, 

146' 

I 

149 ^ 
151 

157 

m 



m 



Des nombres décimaux 

Opérations sur les nombres décimaux 

Extraction abrégée de la racine carrée 

Extraction abrégée deja racine cubique 

De la conversion des fractions ordinaires en fractions déci- 
males 

Les génératrices considérées comme limites , 

Des fractions décimales périodiques 

Recherche de Ut génératrice 

Fractions décimales périodiques dont la période est9 , . 
Opérations sur les fractions décimales périodiques . . . 

Des nombres incommensurables 

Des erreurs absolues 

Addition abrégée 

Soustraction abrégée , 

Multiplication abrégée 

Division abrégée , 

Des erreurs relatives 

Problèmes sur les approximations numériques .... 



m 



177 

m 
m 

196 
19»] 



m 
m, 

m 

2U 

214 
216 
21»: 



LIVRE CINQUIÈME. — LES RAPPORTS ET LES PROPORTIONS. 

Chapitre L Des rapports 23îj 

Chapitre IL Des proportions 21 

Chapitre III. Des suites de rapports égaux 2^ 
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LIVRE SIXIÈME. — LES PROGRESSIONS ET LES LOGARITHMES. 



Chapitre L 
Chapitre //. 
Chapitre III. 
Chapitre IV. 

Chapitre V. 
Chapitre VI. 



Des progressions par différence 243 

Des progressions par quotient 245 

Des logarithmes en général 248 

Des logarithmes décimaux 253 

Des cotogarithmes 255 

Usage des tables de logarithmes 255 

De la règle à calcul 261 



LIVRE SEPTIÈME. — LES MESURES. 



Chapitre I. 



Chapitre II. 



Chapitre III. 



Chapitre IV. 



Chapitre V. 
Chapitre VI. 

Chapitre VIL 
Chapitre VIII. 
Chapitre IX. 



De la formation d'un système général et uniforme de 

mesures 263 

Système métrique ou système décimal des poids et mesures . 264 

Pays qui ont adhéré au système métrique 266 

Les mesures décimales 266 

Mesure des angles et des arcs de cercle 267 

Mesures de longueur ; définition du mètre 267 

Mesures de surface 269 

Mesures agraires 270 

Mesures de volume 270 

Mesures pour le bois de chauffage 272 

Mesures de capacité 272 

Poids; définition du kilogramme 273 

Correspondance entre les unités de poids, de volume et de 

capacité 274 

Abréviations pour les mesures métriques 275 

Les mesures complexes 275 

Mesure des angles et des arcs de cercle 275 

Mesure du temps; fuseaux horaires; calendrier perpétuel 

julien et grégorien 276 

Mesures pour le vin et le papier et les objets qui se vendent 

au nombre 279 

Mesures anglaises 280 

Lieues et milles 281 

Les monnaies 281 

Monométallisme et bimétallisme 283 

Union Latine 284 

Monnaies de compte des principaux pays 287 

Mesures anciennes de France - 288 

Mesures anciennes de Belgique 290 

Mesures métriques (anciennes dénominations) 295 

Calcul des nombres complexes 295 

Méthode des parties aliquotes 301 

Du meilleur système de numération et de poids et mesures. 307 
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LIVnr .lUlTIËME. — DE LA RÉSOLUTION DBS PROBLÈMES. 



Chapitre L 
Chapitre IL 
Chapitre III. 
Chapitre IV, 
Chapitre V. 
Chapitre VI . 
Chapitre Vil, 
Chapitre VIII, 
Chapitre IX, 
Chapitre X, 
Chapitre XI 
Chapitre XII. 
ChapUre X'II. 



Chapitre XI V. 



ChapUre XV. 



Chajntre XVI. 



Chapitre XVII. 
Chapitre XVIIl 
Chapitre XIX. 
Chapitre XX. 
ChapUre XXI, 
Chapitre XXII. 



l»e la résolution des problèmes en général . . , 

Pègle de trois 

Méthode de réductionà l'unité 

Méthode de réduction au. même coefficien t . . 

De la règle conjointe . ' 

Solutions rétrogrades 

Méthode de fausse position 

Partages proportionnels 

Des moyennes 

Des mélanges et des alliages 

Du titre des matières d'or et d'argent .... 

Des poids spécifiques . 

Du tant pouf cent oâ poiir miUe 

Des perles et des bénJé/ices . 

De la remiêe ou rabais ou escompte 

Prime ou perte sur l*ûr et l'argent 

De la lare 

Des assurances 

Des cenlimes additionnels 

Évaluations diverses à tant pour cent ou pour mille 

De rintérél 

Intérêt simple 

Méthode des nombres et des diviseurs .... 

Méthode des parties aliquotes 

Caisse d'Épargne sous la garantie de l'État . . 

Intérêt composé, 

De l'escompte 

Escompte en dehors , 

Méthode Thoyer 

Escompte en dedans 

De l'escompte composé , 

Des rentes sur l'État 

Obligations des villes et des sociétés 

Des opérations de Bourse , 

Du change et des arbitrages 

Des comptes courants et d'intérêts 

Des annuités 

Questions sur la population ' . . . . 

Problèmes du second degré . 

Problèmes divers 



Ml. 

316 
319 
311 
327 

m 

331 
338 

m 

343' 

347 

349- 

3^ 

351 

351 

35» 

85$^ 

353 

353 

355 

356 



360 
361 

m 

367 1 
3681 
370 
37S 

38l: 

B8I1 
385i 



388 
3dij 
3$ 

m: 



Supplément aux n*"» 81, 169, 184 et 202 4M 
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